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Introduzione
La condensazione di Bose-Einstein (BEC) occupa uno dei settori piu` impor-
tanti dello studio della fisica della materia. Nonostante la sua trattazione
teorica sia stata intrapresa negli anni ’20 [1, 2, 3] ci sono voluti piu` di 70
anni per realizzare sperimentalmente un BEC dopo lo sviluppo di tecniche
efficaci per il raffreddamento laser e di intrappolamento degli atomi.
In linea di principio la creazione di un condensato e` semplice: un gas di
Bosoni, particelle con spin intero, viene raffreddato finche` la lunghezza ter-
mica di de Broglie (λdB =
√
2pih¯2
MkBT
) non diventa paragonabile alla distanza
inter-atomica. In tali condizioni il gas subisce una transizione di fase quan-
tistica nello stato condensato in cui le particelle occupano il livello d’energia
piu` basso .
In questo stato della materia e` possibile osservare fenomeni puramente
quantistici capaci di aprire la strada, per esempio, ad una serie di nuovi espe-
rimenti sull’interazione di un BEC con i reticoli ottici; infatti la possibilita`
di creare, attraverso la sovrapposizione di due laser, una serie di potenziali
identici nei quali e` possibile caricare gli atomi di un BEC, ci permette di
applicare i modelli fisici della struttura di un cristallo in un contesto comple-
tamente diverso. Questi esperimenti sono, per esempio, una possibile strada
verso il futuro sviluppo della computazione quantistica.
Come gia` accennato, per ottenere un BEC occorrono efficienti tecniche
di raffreddamento laser e di intrappolamento degli atomi. In genere il raf-
freddamento si ottiene sfruttando l’interazione tra la luce coerente di una
sorgente laser e gli atomi variando la loro quantita` di moto. Negli esperi-
menti occorre confinare un insieme di atomi in una regione di spazio definita;
e` possibile ottenere questo attraverso l’uso di campi magnetici e fasci laser.
Le trappole piu` comuni che usano tali metodi sono le trappole magneto-
ottiche (MOT) e le trappole magnetiche. Una breve descrizione di questi
sistemi verra` affrontata nel capitolo 1.
L’argomento principale di questa tesi e` la descrizione del lavoro svol-
to presso il laboratorio del Prof. E. Arimondo per la costruzione di una
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trappola dipolare creata la focalizzazione di due fasci laser. Con tale trap-
pola e` possibile confinare atomi senza interagire con il momento magnetico
della particella ed eliminare dei problemi sperimentali importanti come il
micromoto e le transizioni di Maiorana.
Nel capitolo 2 si esamina in dettaglio l’apparato sperimentale sofferman-
dosi sui componenti ottici che lo compongono e la loro funzione. Saranno
descritte le misure effettuate al fine di caratterizzare dei percorsi ottici.
Successivamente (Cap. 3) verra` presentato lo studio della stabilita` di una
trappola ottica. Le fluttuazioni rappresentano infatti un fattore rilevante
nella progettazione della trappola poiche` limita il tempo di intrappolamento
degli atomi. Esse sono dovute a problemi di fluttuazione propria dell’intensita`
del laser ma anche a vibrazioni meccaniche degli elementi ottici. Lo scopo
di questo capitolo e` determinare che livello di stabilita` occorre avere nei vari
componenti del banco ottico per rendere la trappola stazionaria.
Oltre queste parti sperimentali vengono esposte nel capitolo 4 alcune ca-
ratteristiche generali delle trappole ottiche che permettono un osservazione
piu` raffinata degli effetti non lineari delle interazioni fra gli atomi. In que-
sto contesto si descrivono nel capitolo 5 alcuni degli esperimenti proposti
per lo studio di sistemi quantistici di atomi intrappolati che sfruttano le
caratteristiche della trappola dipolare.
Capitolo 1
Condensazione di Bose-Einstein
e background sperimentale
La statistica di Bose-Einstein fu introdotta da Bose nel 1924 [1] per spiegare
la legge di Planck sulla radiazione di corpo nero. Nel 1925 Einstein [2] con-
tinuando il lavoro di Bose considero` un sistema di particelle con spin intero,
mostrando che al di sotto di una certa temperatura critica, una frazione ma-
croscopica di atomi occupa il piu` basso stato d’energia [3]. Lo stato della
materia che si realizza in questo modo prende il nome di condensato di Bose-
Einstein (BEC). La realizzazione di questo stato della materia implica uno
sviluppo sperimentale notevole sintetizzato in due elementi fondamentali: la
possibilita` di confinare gli atomi in una ben definita regione di spazio e di
poter ridurre notevolmente la loro agitazione termica.
In questo capitolo sara` presentata una trattazione della teoria della con-
densazione di Bose-Einstein e delle principali tecniche per la raccolta, l’ad-
densamento e raffreddamento di una nube di atomi attraverso l’interazione
con campi elettromagnetici e sorgenti laser.
1.1 Teoria della condensazione di Bose-Einstein
Consideriamo un sistema di particelle di Bose in equilibrio alla temperatura
T non interagenti fra di loro. La distribuzione di energia per un sistema di
questo tipo e` descritta dalla statistica di Bose-Einstein:
n(Eµ) =
1
e
Eµ−µ
kBT − 1
(1.1)
dove Eµ =
p2
2M
e` l’energia del livello e µ e` il potenziale chimico.
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Figura 1.1: Semplice raffigurazione del passaggio di una nube atomica da un sistema
a palle di biliardo ad un BEC. L’abbassamento di temperatura porta la lunghezza di de
Broglie ad essere paragonabile alla distanza interatomica passando da un sistema classico
ad uno puramente quantistico per T = 0 [4].
Il numero totale di atomi presenti, introducendo la degenerazione del
livello di energia gE, e`
N =
∑
gEn(Eµ) (1.2)
Separando il numero degli atomi del livello fondamentale N0 dal numero Nexc
degli atomi dei livelli eccitati possiamo trasformare la sommatoria 1.2 in un
integrale, ottenendo
N = N0 +Nexc = N0 +
∫
dEµ gEn(Eµ). (1.3)
Dalle eq. 1.3 e 1.1 definendo la fugacita` z = e
µ
kBT si ha
N =
V
λ3dB
g3/2(z) +N0 (1.4)
dove
λdB =
2pih¯√
2piMkBT
(1.5)
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e` la lunghezza di de Broglie e
g 3
2
(z) =
∞∑
m=1
zm
m
3
2
,
N0 =
z
z − 1 .
Per ricavarci la temperatura critica di transizione imponiamo la condizio-
ne che il numero di atomi nei livelli eccitati sia trascurabile (N ≈ N0) nell’eq.
1.4
λ3dB
N
V
≥ g 3
2
(z) (1.6)
e quindi
Tc =
(
N
2.612
) 2
3 h2
2piMkB
. (1.7)
Tc rappresenta il valore della temperatura sotto il quale l’occupazione dello
stato fondamentale diventa macroscopica e funzione solamente della tempe-
ratura
N0 = N
(
1−
(
T
Tc
) 3
2
)
. (1.8)
1.1.1 Condensazione in un potenziale armonico
Nella maggior parte degli esperimenti sul BEC, gli atomi vengono intrappola-
ti nello spazio in un potenziale che puo` essere approssimato con un potenziale
armonico
Vext(r) =
M
2
(
ω2xx
2 + ω2zy
2 + ω2zz
2
)
. (1.9)
Vediamo come cio` modifica i risultati trovati in precedenza.
Trascurando le interazioni fra gli atomi l’Hamiltoniana del sistema e` la
somma di tre Hamiltoniane unidimensionali; quindi le autofunzioni saranno
il prodotto delle autofunzioni unidimensionali e gli autovalori la somma degli
autovalori:
Enxnynz =
(
nx +
1
2
)
h¯ωx +
(
nz +
1
2
)
h¯ωz +
(
nz +
1
2
)
h¯ωz, (1.10)
φxyz = φx(x)φy(y)φz(z). (1.11)
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In particolare la funzione dello stato fondamentale e` rappresentata da una
Gaussiana nello spazio x, y, z
φxyz0 =
Mωxωyωz
pih¯
exp
[
−M
2h¯
(
ωxx
2 + ωyy
2 + ωzz
2
)]
. (1.12)
e larghezza
δ0 =
√
h¯
Mωxωyωz
(1.13)
che,in assenza di interazioni atomo-atomo, e` la larghezza del condensato.
Nel limite kBT  h¯ωx,y,z si ottiene una densita` degli stati eccitati uguale
a [4]
nth =
1
λ3dB
g 3
2
(z(−→r )) (1.14)
dove la fugacita` e` definita come z(−→r ) = exp(µ−Vext(r)
kBT
).
Per il numero di atomi nello stato fondamentale e` possibile ottenere la
seguente espressione
N −N0 = ζ(3)
(
kBT
h¯ω
)3
. (1.15)
ζ e` la funzione z di Riemman definita come ζ(n) = gn(1) e ω = 3
√
ωxωyωz.
Si ha che la popolazione dello stato fondamentale diventa macroscopica
per una temperatura Tc tale che
kBTc = h¯ω
3
√(
N
ζ(3)
)
. (1.16)
1.1.2 Effetti delle interazioni
Nella trattazione precedente e` stato trascurato l’effetto delle interazioni. In
qualsiasi esperimento che riguardi un sistema atomico reale questo effetto e`
presente e modifica le grandezze termodinamiche coinvolte.
L’interazione per un sistema a molti corpi e` descritta dal termine
Hint =
∫
d−→r ′Ψ̂∗(−→r ′, t)Vint(−→r ′ −−→r )Ψ̂(−→r ′, t) (1.17)
che va aggiunto all’Hamiltoniana totale. Ψ̂∗ e Ψ̂ sono gli operatori di distru-
zione e creazione bosonici e Vint descrive l’interazione atomica.
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Possiamo applicare una serie di approssimazioni all’eq. 1.17: sostituiamo
l’interazione Vint con il suo valor medio (approssimazione di campo-medio)
e consideriamo solo collisioni binarie caratterizzate da un solo parametro a,
denominata lunghezza di scattering [5], che descrive la forza dell’interazione.
Tutto cio` si esprime ponendo
Vint =
4pih¯2a
M
δ(−→r ′ −−→r ) ≡ gδ(−→r ′ −−→r ). (1.18)
L’evoluzione temporale della funzione d’onda diventa
ih¯
∂
∂t
Ψ(−→r , t) =
(
− h¯
2∇2
2M
+ Vext(r) + g|Ψ(−→r , t)|2
)
Ψ(−→r , t) (1.19)
nota come equazione di Gross-Pitaevskii [6, 7]. Una delle condizioni di
validita` di questa equazione e` che a deve essere molto minore della distanza
inter-atomica.
Descrivendo lo stato del condensato come Ψ0(
−→r , t) = ψ0(r)e−iµth¯ , con
ψ0(r) reale normalizzata al numero degli atomi (
∫
ψ20(r)dr = N) e µ il
potenziale chimico, l’equazione 1.19 si riduce a
µψ0(r) =
(
− h¯
2∇2
2M
+ Vext(r) + gψ
2
0(r)
)
ψ0(r). (1.20)
La relazione 1.20 e` un’equazione di Schro¨dinger non lineare. La non linearita`
e` dovuta proprio al termine di interazione gψ20(r) che e` proporzionale alla
densita` di particelle.
Una soluzione semplice dell’eq. 1.20 si ottiene trascurando l’energia cine-
tica degli atomi rispetto all’interazione (approssimazione di Thomas-Fermi).
In questo caso la distribuzione di densita` e` descritta da
n(r) = |ψ0|2 = 1
g
max[µ− Vext(r), 0]. (1.21)
Per un potenziale tridimensionale armonico con frequenza ω = (ωxωyωz)
1/3
la condizione di normalizzazione N0 =
∫
n(r)dr permette di calcolare µ:
µ =
h¯ω
2
(
15N0a
aho
) 2
5
(1.22)
dove aho =
√
h¯
Mω
e` la lunghezza dell’oscillatore armonico. In questo caso la
larghezza del condensato rispetto alla direzione i = x, y, z e`
Ri =
√
2µ
Mω2i
(1.23)
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e la densita` di picco n0 e`
n0 =
(15aN0)
2/5
8pi
(
Mω
h¯
)6/5
. (1.24)
1.2 Raffreddamento
In genere il potenziale armonico che si crea ha una profondita` limitata ed
occorre quindi che il movimento termico degli atomi sia gia` stato ridotto
prima di poterli intrappolare. Si discutera` ora dei metodi piu` diffusi di
raffreddamento [8] suddivisi in:
• raffreddamento Doppler, che permette di raggiungere temperature del-
l’ordine dei mK limitate dal tasso di emissione spontanea degli atomi;
• raffreddamento Sub-Doppler, per ottenere una nube atomica alla tem-
peratura di qualche µK definita dall’energia di rinculo del fotone;
• evaporazione forzata, che rappresenta l’ultimo stadio di raffreddamento
per ottenere le temperature caratteristiche del BEC dell’ordine di nm.
1.2.1 Raffreddamento Doppler
Consideriamo un atomo a due livelli d’energia (fig. 1.2). L’atomo in mo-
vimento viene investito da una radiazione ottica la cui frequenza e` sposta-
ta,rispetto all’atomo, a causa dell’effetto Doppler. E’ possibile dimostrare [9]
che in un sistema atomico a due livelli irradiato da un laser con detuning nel
rosso (δ < 0) l’assorbimento e l’emissione di un fotone raffreddano il sistema
fino ad una temperatura
TD =
h¯γ
kB
(1.25)
dove 2γ e` il tasso di decadimento spontaneo.
Un atomo investito da un fascio laser assorbe un fotone nella stessa dire-
zione di propagazione del fascio. Successivamente puo` decadere emettendo
un fotone in una direzione casuale. La variazione totale del momento e` quindi
δp = h¯κ[1− cos(θ)] (1.26)
dove κ e` il vettore d’onda e θ e` l’angolo di emissione. Introducendo il tasso
di emissione spontanea 〈ns〉, la variazione per unita` di tempo dell’impulso
esercita sull’atomo una forza Fz in direzione del fascio:
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Figura 1.2: Rappresentazione schematica di un atomo a due livelli d’energia |g〉 e |e〉. ω0
e` la separazione in frequenza dei livelli, ω e` la frequenza del laser, δ = ω−ω0 e` il detuning.
Fz = 〈ns〉h¯κ. (1.27)
Un sistema tipico che sfrutta questa forza di radiazione e` la melassa ottica
composta da coppie di laser contropropaganti. Assumendo sempre che i fasci
laser siano detunati nel rosso, la rappresentazione 1.3 mostra gli effetti di
tale raffreddamento. La forza e` descritta da
F = h¯κγG
(
1
1 + (δ − κv)2/γ2 −
1
1 + (δ + κv)2/γ2
)
(1.28)
dove, detta I l’intensita` dei fasci e Isat l’intensita` di saturazione della transi-
zione, G = I/Isat = 2Ω
2/γ2 e` il parametro di saturazione che dipende dalla
frequenza di Rabi Ω. Isat e` quel valore per cui la forza di radiazione tende
asintoticamente al valore F∞z = h¯κγ/2.
Per un detuning nel rosso δ < 0 la forza ha una direzione opposta ri-
spetto alla velocita` atomica. Nell’approssimazione di velocita` lineare (basse
velocita`) otteniamo che la forza totale, chiamata anche forza di frizione, e`
F = −Mβvz (1.29)
dove β e` detto coefficiente di frizione. E’ una forza di tipo viscoso (da qui
il termine melassa) che dissipa l’energia cinetica dell’atomo permettendo il
raffreddamento di una nube atomica a temperature dell’ordine di TD.
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Figura 1.3: Raffreddamento Doppler. a) Schema del fascio di atomi attraversato da
due laser contropropaganti. b) Pressione di radiazione in funzione della velocita`. c)
Distribuzione della velocita` trasversa per t2 > t1 > t0. [8]
1.2.2 Raffreddamento Sub-Doppler
Fino ad ora si e` trattato di interazioni ad un fotone (emesso o assorbito)
con atomi a due livelli. Questo schema puo` essere ulteriormente sviluppato
tenendo conto di processi che coinvolgono le transizioni di piu` livelli dell’a-
tomo. I risultati che si ottengono mostrano una maggiore tendenza della
velocita` atomica nel convergere a zero dovuta al fatto che in caso di detuning
negativo la forza di frizione aumenta.
Tale effetto permette di raggiungere temperature al di sotto di TD ed e`
nota, per questo, come raffreddamento Sub-Doppler.
Consideriamo un sistema atomico a (3+5) livelli (fig. 1.4) illuminato da
due laser contropropaganti con polarizzazione circolare (fig. 1.5). Il campo
elettrico risultante sara`
E =
1
2
E0
(
e+e
i(kz−ωt) − e−e−i(kz−ωt)
)− 1
2
E0
(
e+e
i(kz+ωt) − e−e−i(kz+ωt)
)
(1.30)
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Figura 1.4: Sistema atomico a 3+5 livelli [8].
dove e± = ∓ 1√2(ex ± iey) sono i vettori di polarizzazione circolare.
Figura 1.5: Laser contropropaganti con polarizzazione circolare [8].
Il sistema descritto e` un atomo che ha due stati con struttura iperfine, lo
stato fondamentale con F=1, con tre sottolivelli magnetici, e lo stato eccitato
con F=2, con cinque sottolivelli.
In questo caso la forza di radiazione e` [10, 11]
F = 2h¯κΩIm
[
(σg−e−2 + σe+2g+) +
1√
2
(σg0e−1 + σe+1g0) +
1√
6
(σg+e0 + σe0g−)
]
(1.31)
dove σαβ sono gli elementi di matrice della densita` atomica. Sotto la con-
dizione di bassa velocita` atomica, kv  γ, tali elementi di matrice possono
essere trovati analiticamente ed e` possibile ridurre l’eq. 1.31 [10, 11, 12] a
F = h¯κγ
25G
11(1 + δ2/γ2)2
88/85µ2 + k2v2
µ2 + k2v2
δκv
γ2
− h¯κγ 5G
2
44(1 + δ2/γ2)2
δκv
µ2 + k2v2
(1.32)
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dove µ e` la semi larghezza della risonanza a due-fotoni creata dalla transizione
a due fotoni tra i due livelli fondamentali |g−〉 e |g+〉.
Figura 1.6: Forza di radiazione per un sistema atomico a (3+5) livelli investo da due
laser contropropaganti con polarizzazione σ+ e σ−. Il contributo totale e` la linea continua.
La parte di raffreddamento Doppler e` la linea tratteggiata mentre la parte Sub-Doppler e
la linea punteggiata.
La prima parte dell’equazione 1.32 e` il contributo medio della risonanza
ad un fotone localizzata alla velocita` v = |δ|/κ. Queste risonanze hanno
lo stesso significato delle risonanze della forza di radiazione generata dal un
onda statica e rappresentano il raffreddamento Doppler. La seconda parte
della forza descrive l’interazione a due fotoni che accoppia i piu` bassi livelli
fondamentali |g−〉 e |g+〉 e definisce il raffreddamento Sub-Doppler. Si nota
come il contributo del raffreddamento Sub-Doppler diventa importante per
v ≈ 0 (fig. 1.6).
Il limite di temperatura raggiungibile [11] da questo metodo e` T ∝
h¯Ω2
|δ|kB che corrisponde a qualche µK per il
87Rb. Il limite fisico di questa
temperatura e` dato dall’energia di rinculo del fotone Erec = (h¯κ)
2/2M .
Temperature piu` basse del µK possono essere ottenute attraverso dei me-
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todi che sfruttano la natura stocastica dell’interazione atomo-fotone [13, 14].
Esiste infatti una probabilita` non nulla che durante l’emissione di un foto-
ne l’atomo abbia una transizione verso un livello d’energia molto piu` basso
dell’energia di rinculo. L’idea e` quindi quella di creare un sistema capace
di selezionare tali atomi e raccoglierli finche` non diventino un numero suffi-
cientemente grande. Questi metodi sono denominati pompaggio ottico nello
spazio delle fasi. Esistono principalmente due metodi che non saranno discus-
si: il primo usa la transizione a due fotoni Raman [15] mentre l’altro e` basato
sulla possibilita` di raccogliere solo atomi a bassa velocita` (velocity-selective
coherent population trapping - VSCPT ) [16, 17].
1.2.3 Evaporazione forzata
Un ulteriore tecnica di raffreddamento e` rappresentata dall’evaporazione for-
zata. Con questo metodo e` possibile eliminare gli atomi piu` energetici in
modo da ottenere un sistema con minore energia media.
Figura 1.7: Raffreddamento per evaporazione forzata: il campione iniziale (a) presenta
degli atomi piu` caldi nelle code della distribuzione. Eliminando tali atomi (b) si produce
un campione piu` freddo (c).
Per avere un raffreddamento efficiente occorre che tale evaporazione sia
lenta rispetto ai tempi di termalizzazione della nube di atomi. La velocita`
dipende dal tasso di collisione tra le particelle che a sua volta dipende dalla
densita`.
D’altra parte gli atomi raffreddati che vengono confinati in una trappola
hanno una vita media dovuta alle collisioni con atomi nel gas di fondo, quindi
l’evaporazione non puo` essere lenta a piacere.
Durante l’evaporazione e` necessario favorire la termalizzazione aumen-
tando la densita` delle particelle. Per far questo si esegue una compressione
adiabatica della nube aumentando la frequenza della trappola e creando una
distribuzione spaziale piu` stretta.
Come si vedra` successivamente le trappole vengono create attraverso cam-
pi magnetici o fasci laser. Nel primo caso si puo` eseguire l’evaporazione attra-
verso l’uso della radiofrequenza: irraggiando il campione con una frequenza
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ω tale che h¯ω = µB(r), dove µ e` il momento magnetico e B(r) e` il campo
magnetico in un punto r dello spazio, si permette agli atomi transizioni di
risonanza verso livelli non intrappolati.
Per le trappole ottiche, ottenute attraverso laser, e` possibile eseguire l’e-
vaporazione in maniera analoga aggiungendo un campo magnetico non omo-
geneo. Si puo` pero` pensare anche ad un altro metodo di evaporazione che
consiste nel variare la potenza del laser. Infatti abbassando la potenza, la
buca di potenziale armonico, che intrappola gli atomi, diminuisce di profon-
dita`. Il risultato che si ottiene e` che gli atomi a maggior energia escono dalla
buca facendo in modo che l’energia media degli atomi rimasti diminuisca.
1.3 Trappole atomiche
Due sono gli strumenti adatti ad intrappolare atomi in una ben definita
regione di spazio: campi magnetici non omogenei e fasci laser (sovrappo-
sti,focalizzati...). Entrambi queste tecniche hanno un grande impiego nello
studio dei condensati di Bose-Einstein.
Si discutera` ora dei piu` diffusi metodi per creare una trappola sofferman-
doci particolarmente sulle trappole ottiche, che rappresentano l’argomento
di questa tesi.
1.3.1 Trappole magneto-ottiche
La melassa ottica mostrata nella sez. 1.2.1 oltre che raffreddare una nube
atomica puo` anche intrappolare atomi se si aggiunge un campo magnetico
non uniforme.
Consideriamo un atomo a due livelli d’energia: uno stato fondamentale
con energia Eg e momento angolare totale F = 0 e uno stato eccitato con
energia Ee e momento angolare F = 1.
Tale atomo viene posto all’interno di un debole campo magnetico B che
cresce linearmente lungo z,
−→
B = az ẑ.
Per l’effetto Zeeman il primo livello eccitato si divide in tre sottolivelli
magnetici con m = 0,±1. L’energia dei livelli con m = ±1 dipende dalla
posizione dell’atomo all’interno del campo:
E±1e = h¯ω0 ± µB(z) (1.33)
dove ω0 e` la frequenza di transizione atomica in assenza di B e µ e` la
proiezione del momento magnetico −→µ su z.
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L’atomo viene irradiato da due fasci laser contropropaganti polarizzati
circolarmente che si propagano lungo la direzione z. Il detuning del laser e`
verso il rosso, δ = ω − ω0 < 0.
Per un atomo immobile nel campo B l’interazione con il laser produce
una transizione dal livello fondamentale al livello con m = ±1. Se z > 0 c’e`
una maggiore probabilita`, dovuta al minor detuning, che la transizione sia
verso il livello con m = −1, mentre per z < 0 la transizione piu` probabile e`
verso il livello con m = 1. Come conseguenza di cio`, la forza generata dalla
pressione di radiazione ha verso opposto nei due semi-piani, come mostrato
in figura 1.8.
Figura 1.8: Andamento della forza di radiazione per un atomo a due livelli, |g〉 = |F =
0,m = 0〉, e |e±1〉 = |F = 1,m = ±1〉.
Tale forza produce una buca di potenziale centrata in z = 0.
Il campo E creato dai fasci e` del tipo descritto nell’eq. 1.30. Nel caso
di debole saturazione l’interferenza dei fasci contropropaganti e` trascurabile
e quindi la forza di radiazione e` uguale alla somma delle forze di radiazione
dei singoli fasci
F = h¯κγG
(
1
1 + (δ − κv − ωL(z))2/γ2 −
1
1 + (δ + κv + ωL(z))2/γ2
)
(1.34)
dove ωL(z) = µB(z)/h¯ e` la frequenza di Larmor. Per atomi con bassa velocita`
e vicino al centro del sistema la forza 1.34 si puo` ridurre a
F = −Mβv −Mω2vz. (1.35)
La prima parte e` la forza di frizione con coefficiente di frizione β = 8Gωr(|δ|/γ)/(1+
δ2/γ2)2 dove ωr = h¯κ
2/2M e` la frequenza di rinculo del fotone. L’ultima
parte e` una forza armonica con frequenza ωv =
√
βωL(z)/zκ.
14
Capitolo 1. Condensazione di Bose-Einstein
e background sperimentale
Si dimostra che in tale configurazione e` possibile intrappolare atomi e
raffreddarli fino ad una temperatura dell’ordine di TD.
Una trappola di questo tipo e` definita MOT (Magneto-optical trap) e puo`
essere facilmente pensata nello spazio usando un campo magnetico creato da
un quadrupolo sferico all’interno del quale si hanno tre coppie di fasci orto-
gonali contropropaganti (fig. 1.9). Questo tipo di trappola e` molto comune
negli esperimenti per lo studio di un BEC, come all’universita` di Pisa.
Figura 1.9: Schema di una MOT 3D
1.3.2 Trappole magnetiche
A differenza di una MOT che utilizza lo scattering di fotoni e` possibile ot-
tenere un raffreddamento piu` efficiente sfruttando l’interazione di un campo
magnetico non omogeneo con il momento magnetico di un atomo.
Le trappole magnetiche usano un campo magnetico non uniforme per
intrappolare gli atomi. Detto −→µ il momento magnetico di un atomo e B(r)
il campo magnetico, l’energia del sistema e` descritta da
U = −−→µ−→B (r) = −µlB (1.36)
dove µl e` la proiezione di
−→µ nella direzione di −→B . Un atomo posto in tale
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campo magnetico sente una forza
F = ∇(−→µ−→B (r)) = µl∇B. (1.37)
Tale forza spinge la particella verso il minimo del campo
−→
B se il suo momento
magnetico e` opposto al verso del campo, µl < 0.
Per questo genere di trappole magnetiche hanno un particolare rilievo le
cos`ı dette trappole quadripolari sferiche proposte da W. Paul.
Figura 1.10: Trappola magnetica quadrupolare.
Due opposte correnti circolari creano un campo magnetico della forma di
un quadrupolo sferico (fig. 1.10). Considerando come asse di simmetria delle
correnti l’asse z il campo magnetico vicino al centro del quadrupolo ha una
forma del tipo
−→
B = −1
2
axeˆx − 1
2
ayeˆy + azeˆz (1.38)
dove a e` il gradiente del campo magnetico nel punto x = y = z = 0 e eˆx, eˆy,
eˆz sono i versori delle direzioni x e y.
Un atomo con momento magnetico µl = −µ(µ > 0) vede un potenziale
U = −µlB = 1
2
µa
√
ρ2 + 4z2 (1.39)
con ρ =
√
x2 + y2.
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Un limite di questo tipo di trappole e` rappresentato dalle zone di campo
con B = 0. Tali zone rappresentano un canale di fuga per le particelle: se un
atomo si muove abbastanza velocemente in una regione di spazio a campo
nullo il suo momento magnetico non ha il tempo di seguire la variazione del
segno di B. Come risultato si ha che il potenziale visto dall’atomo cambia
segno e permette la fuga dalla trappola.
Per minimizzare questo effetto occorre avere un campo magnetico che non
ha lo 0 dal centro della trappola [24].
Trappole con un potenziale orbitante nel tempo (TOP)
Un metodo per eliminare questa limitazione e` convertire il campo statico B
definito dall’eq. 1.38 in un campo che genera un potenziale orbitante. Con cio`
e` possibile spostare nel tempo il punto in cui B = 0 e quindi chiudere il canale
di fuga degli atomi. Queste trappole vengono chiamate TOP (time-orbiting
potential).
Il campo magnetico Bt di una trappola TOP e` descritto da
−→
Bt =
−→
B +
−→
b (1.40)
dove B e` il campo 1.38 e b e` un campo rotante del tipo
−→
b = b0(eˆx cos(Ωt) + eˆy sin(Ωt)). (1.41)
La frequenza di rotazione Ω deve essere scelta in maniera tale da essere
maggiore della frequenza caratteristica di oscillazione degli atomi in B ma
minore della frequenza di Larmor ωL = µB/h¯ per evitare che il campo rotante
distrugga l’accoppiamento dell’atomo con la trappola.
Il potenziale di una TOP e` quindi descritto, tenendo conto che si considera
sempre µl = −µ(µ > 0), da
U = −µBt = µ
√
(b0 cosΩt− 1
2
ax)2 + (b0 sinΩt− 1
2
ay)2 + a2z2. (1.42)
Dall’espressione precedente si nota come il potenziale dipendente dal tempo
U ruota intorno all’asse z e che il suo minimo compie un giro nel piano x− y
con raggio r0 = 2b0/a. La traiettoria circolare con raggio uguale a r0 viene
chiamato cerchio della morte. Infatti variando l’ampiezza di questo moto si
inducono transizioni di Majorana per gli atomi esterni della nube che sono
piu` energetici ottenendo un’evaporazione forzata.
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Passando in coordinate cilindriche ρ, ϕ, z riduciamo U a
U = µ
√
b20 +
1
2
a2ρ2 + a2z2 − b0aρ cos(Ωt− ϕ) (1.43)
Espandiamo il potenziale in una serie di Fourier
U = U0 + U1 cos(Ωt− ϕ) + U2 cos 2(Ωt− ϕ)... (1.44)
dove per piccoli valori di ρ e z si hanno le seguenti espressioni per i coefficienti
di U :
U0 = UL +
1
2
k(ρ2 + 8z2) U1 = 2kr0 U2 =
1
2
kρ2 (1.45)
con UL = µb0 = h¯ωL, che rappresenta il potenziale al centro della trappola e
k = µb0/2r
2
0.
Il potenziale armonico U0 fa oscillare l’atomo lungo gli assi x, y, z con
frequenze
ωx = ωy = ωρ =
√
k/M ωz = 2
√
2ωρ. (1.46)
Come gia` detto le frequenze principali nella TOP sono relazionate in
questo modo:
ωρ  Ω ωL. (1.47)
La prima disuguaglianza in 1.47 ci permette di avere U0 piu` grande di U1, U2...,
mentre l’ultima disuguaglianza e` fondamentale per escludere le transizioni di
Majorana del campo b.
Un analisi quantistica del moto degli atomi all’ interno della trappola
TOP mostra come il moto e` caratterizzato dalla somma di due parti: la
prima dovuta all’oscillazione lenta nel potenziale mediato nel tempo, mentre
l’altra e` un oscillazione rapida causata dalla rotazione del potenziale. In
condizioni normali l’ampiezza di queste ultime oscillazioni sono trascurabili
rispetto all’ampiezza delle oscillazione nel campo medio.
Micromoto
La rotazione dello zero del campo magnetico ha un effetto dinamico sugli
atomi [18]. La forza agente su ciascuna particella e`
F = −∇(µB). (1.48)
Sviluppiamo tale forza in serie di Fourier considerando solo i termini con la
stessa frequenza Ω del campo TOP:
−→
F =
µ
2
a[− cos(Ωt)eˆx + sin(Ωt)eˆy]. (1.49)
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Il moto dell’atomo dovuto a questa forza e` una circonferenza percorsa in
fase rispetto al moto dello 0 del campo magnetico. Nell’esperimento di Pisa
la simmetria del quadrupolo e` lungo l’asse orizzontale e tale moto e` un ellisse.
In esperimenti reali si ha un raggio della circonferenza dell’ordine dei
100 nm che e` piccolo rispetto alle dimensioni della nuvola che e` dell’ordine
dei µm, da cio` il nome micromoto. La velocita` d’altra parte puo` essere
anche comparabile con le velocita` degli atomi nella TOP. Puo` sembrare allora
che cio` vada in contrasto con lo scopo dell’esperimento: creare una BEC
attraverso atomi freddi, e quindi con bassa velocita`. Tale moto pero` non
influenza le proprieta` termodinamiche dato che e` un moto collettivo effettuato
allo stesso modo da tutti gli atomi. Le velocita` relative tra gli atomi nel
centro di massa rimangono invariate ed e` l’intera nuvola ad eseguire un moto
puramente traslatorio.
1.3.3 Trappole ottiche
L’ultimo tipo di trappola discusso e` la trappola ottica. Vengono create at-
traverso uno o piu` fasci laser focalizzati. Rispetto alle trappole magnetiche
l’interazione con il momento magnetico dell’atomo e` trascurabile, eliminando
le transizioni di Majorana e gli effetti del micromoto.
Forza di radiazione in un fascio laser
Un atomo in campo elettrico non omogeneo subisce una forza di dipolo pro-
porzionale al gradiente del campo. Una trappola ottica sfrutta questo effetto
intrappolando un atomo in una zona di minimo del potenziale generato da
un laser molto detunato.
La dinamica di un atomo sottoposto all’interazione con un fascio laser
con una lunghezza d’onda molto maggiore delle dimensioni caratteristiche di
un atomo e` descritta dall’operatore di dipolo
V = −DE (1.50)
dove D e` la matrice che rappresenta il momento di dipolo acquisito dall’ato-
mo ed E e` il campo generato dal laser. Per questa trattazione consideriamo
il movimento degli atomi come classico o quasi classico trascurando le flut-
tuazioni quantistiche rispetto alla media. Queste condizioni implicano che il
tempo caratteristico di rilassamento degli stati τint interni dell’atomo sia piu`
piccolo del tempo di interazione t dell’atomo con il campo elettrico (τint  t)
e le fluttuazioni quantistiche del momento atomico δpqu trascurabili rispetto
alla variazione del suo valor medio δp (δpqu  δp).
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Possiamo quindi scrivere l’energia e la forza di dipolo come
U = 〈V 〉 = −〈D〉E (1.51)
F = ∇U = 〈D〉∇E (1.52)
e il momento di dipolo indotto dipendente dal tempo
Dαβ = dαβ exp[i(Eα − Eβ)t/h¯], (1.53)
dove dαβ l’elemento di matrice del dipolo indipendente dal tempo e Eα,β sono
i livelli interni dell’atomo [8].
Nel caso di un fascio laser monocromatico focalizzato, il campo elettrico
E intorno al fuoco e` definito da un ampiezza E0(r) dipendente dalla distanza
dal centro del fascio r =
√
x2 + y2 secondo la relazione
−→
E = E0(r) cos(κr − ωt)eˆ (1.54)
dove eˆ e` il vettore di polarizzazione.
Attraverso l’equazione 1.52 e sapendo che 〈D〉 = Tr(ρD) dove ρ e` la ma-
trice densita` quasiclassica, otteniamo l’espressione della forza come la somma
di due parti; la prima dovuta al gradiente del campo, l’altra alla pressione di
radiazione
−→
F = Fgreˆ⊥ + Frpeˆ (1.55)
Fgr =
d
2
∇E0(r)(σ12 + σ21) (1.56)
Frp =
dκ
2
E0(r)i(σ12 − σ21) (1.57)
con eˆ e eˆ⊥ i versori nelle direzioni parallela e trasversale al campo
−→
E ,
σ∗21 = σ12 = ρ12 exp(i(κr − ωt)) e d e` il valore degli elementi diagonali di D.
Minogin e Letokhov hanno trovato la forma esplicita delle equazioni pre-
cedenti [19] per un atomo a due livelli.
Fgr = −1
2
h¯(δ − κv) ∇G(r)
1 +G(r) + (δ − κv)2/γ2 (1.58)
Frp = h¯κγ
G(r)
1 +G(r) + (δ − κv)2/γ2 . (1.59)
dove il parametro di saturazione e` G(r) = I(r)
Isat
che dipende fortemente
dall’intensita` del laser dato che consideriamo un fascio focalizzato.
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Figura 1.11: Schema delle forze Frp e Fgr imponendo un δ < 0.
Le due componenti della forza hanno una comportamento differente (fig.
1.11). La pressione di radiazione 1.59 tende ad accelerare o decelerare l’atomo
nella direzione del vettore d’onda −→κ . Invece la forza dovuta al gradiente del
campo 1.58 tende ad avvicinare o allontanare l’atomo dal fascio in relazione
al segno di (δ − κv).
Per atomi lenti (|v|  |δ|/κ) tale forza dipende solo dalla posizione dell’a-
tomo. Diventa quindi indipendente dalla velocita` e in questa approssimazione
ponendo v = 0 e` possibile introdurre il potenziale del gradiente di dipolo con
la convenzione che sia 0 all’infinito:
Ugr(r) =
∫ ∞
r
Fgr(v = 0)dr =
1
2
h¯δln
(
1 +
G(r)
1 + δ2/γ2
)
. (1.60)
In genere l’intensita` del fascio di un laser e` descritta da una funzione gaussia-
na (TEM00) con il suo massimo al centro del fascio. La semilarghezza della
gaussiana e` denominata larghezza dello spot (w) del fascio. Tale larghezza
non e` fissa ma varia in funzione della distanza dal laser con una legge del tipo
w(z) = w0
√
1 + (z/zR)2 dove zR = piw
2
0/λ e` la lunghezza di Rayleigh con λ
uguale alla lunghezza d’onda della luce. La posizione z = 0 e` chiamata waist
del fascio e w0 e` la dimensione dello spot nel waist e rappresenta la massima
focalizzazione del fascio.
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Intrappolamento con un fascio laser
Nella Sez.1.3.3 si e` visto che un fascio laser focalizzato crea una buca di po-
tenziale capace di intrappolare un atomo. Questo genere di trappole ottiche
vengono definite come trappole dipolari a singolo fascio. La sovrapposizione
di diversi fasci creano altri tipi di buche.
Esiste una distinzione fra le trappole ottiche: le trappole con un gran-
de detuning definite FORT (far-off-resonance dipole trap) che possono essere
descritte in maniera corretta dalla discussione fatta in precedenza (Sez.1.3.3),
e trappole ottiche denominate QUEST (quasi-electrostatic trap) che hanno
un detuning paragonabile alla frequenza di transizione atomica [22]. Sia le
trappole FORT che quelle QUEST producono buche di potenziale conserva-
tivo ma hanno inevitabilmente un tasso di riscaldamento dovuto al rinculo
dei fotoni che limita il tempo di vita della trappola.
Trappole FORT
La caratteristica di questo tipo di trappola ottica e` che δ  γ. Sotto queste
condizioni gli effetti della pressione di radiazione (eq.1.59) possono essere
trascurati rispetto alla forza del gradiente del campo (eq.1.58). Il potenziale
1.60 si riduce a
Ugr(r) = −h¯Ω
2(r)
|δ| (1.61)
dove si e` tenuto conto che G(r) = I(r)/Isat = 2Ω
2(r)/γ2.
Sono diversi gli esperimenti che usano tale tipo di trappola. Da ricordare
particolarmente l’esperimento di Boiron et al. del 1998 [23] che ottenne una
nube di Cs alla temperatura di 2µK e densita` 1012 cm−3 con un laser a Nd-
YAG focalizzato fino ad avere uno spot nel waist di 6µm. L’argomento di
questa tesi e` la discussione del progetto di un apparato sperimentale che
utilizza una trappola FORT per intrappolare un BEC. Sovrapponendo due
fasci con frequenze diverse si creano due trappole distinte e si ha una maggior
controllo del confinamento lungo le varie direzioni x, y e z.
1.3.4 Reticoli Ottici
Le trappole introdotte in precedenza hanno lo scopo di confinare gli atomi
per il raffreddamento. Ottenuto un BEC e` possibile, per esempio, disporre
gli atomi in un potenziale armonico periodico in cui studiare le interazioni
atomiche.
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Due laser polarizzati linearmente, contropropaganti, con la stessa frequen-
za ωr creano un campo elettrico del tipo
E(r, t) = E0[cos(κrx+ωrt)+cos(−κrx+ωrt)] = 2E0 cos(κrx) cos(ωrt) (1.62)
dove E0 e` l’ampiezza e κr = 2pi/λr e` il vettore d’onda.
Trascurando l’emissione spontanea [20] l’atomo vede un potenziale me-
diato nel tempo
〈U〉 ∝ cos2(κrx) (1.63)
che e` un potenziale periodico, definito reticolo ottico, con passo uguale a
λr/2. Questo tipo di fenomeno permette lo studio del sistema usando le tec-
niche sviluppate per descrivere la dinamica di un elettrone in un cristallo.
Una particella all’interno di un potenziale periodico viene descritta attra-
verso lo spettro d’energia di una particella libera modificato da una piccola
perturbazione dovuta al potenziale.
Figura 1.12: Spettro d’energia all’interno di un cristallo in funzione del quasimomento
q. Erec e` l’energia di rinculo del fotone.
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La particella libera puo` avere un qualsiasi valore dell’energia determina-
to dal suo momento qr, ma in presenza di un reticolo ottico esistono degli
autovalori dell’energia non permessi per qr = h¯κr . In letteratura convenzio-
nalmente si definisce quasi momento di una particella il valore q = qr/h¯ e in
figura 1.12 si ha lo spettro modificato in funzione del quasimomento q. La
zona compresa tra q ∈ [−κr, κr] e` chiamata prima zona di Brillouin. Per la
periodicita` del potenziale tutte le grandezze fisiche che descrivono la particel-
la hanno la stessa periodicita` e quindi lo spettro di energia puo` essere piegato
all’interno della prima zona di Brillouin formando delle bande numerate dal
numero naturale n.
All’interno del reticolo vale il cosidetto teorema di Bloch: detta Ψn,q
l’autofunzione della particella nel reticolo, la sua forma sara` del tipo
Ψn,q = e
iqx/h¯|un,q(x)〉 (1.64)
dove un,q(x) e` una funzione periodica con passo λr/2.
Espandendo in serie di Fourier
un,q(x) =
∑
m
cn,q(m)e
2mh¯κrx =
∑
m
cn,q(m)|2mκr〉 (1.65)
la funzione d’onda diventa Ψn,q =
∑
m cn,q(m)|q + 2mκr〉 che puo` essere
interpretata come la sovrapposizione di onde piane ottenute dopo dopo una
diffrazione dell’m -esimo ordine.
Tale definizione di Ψn,q delocalizza la particella in tutto il reticolo. Con
una grande profondita` di buche [21] tale funzione d’onda puo` collassare all’in-
terno di una singola buca e quindi definire la posizione dell’atomo all’interno
del reticolo.
1.4 Progetto dell’apparato sperimentale
presso l’universita` di Pisa
La discussione precedente aveva lo scopo di introdurre i vari metodi speri-
mentali comunemente usati per lo studio di atomi freddi e BEC.
Il lavoro svolto all’universita` di Pisa e` la preparazione di un apparato ca-
pace di creare condensati di Bose-Einstein in una trappola dipolare e studiare
le interazioni con un reticolo ottico.
Il progetto del setup sperimentale complessivo e` mostrato in figura 1.13.
E’ composto da due celle poste orizzontalmente, fra le quali e` presente una
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Figura 1.13: Progetto del setup sperimentale.
camera suddivisa in due parti. La suddivisione e` necessaria per creare due
tipi di vuoto tramite due distinte pompe ioniche.
Nella prima cella e` presente una MOT 2D creata da quattro bobine poste
ai lati della cella e da due coppie di laser contropropaganti (fig. 1.14). Tale
configurazione permette il confinamento e il raffreddamento nel piano z − y.
Dopo una prima fase di raffreddamento gli atomi alla temperatura di circa
150µK vengono spinti da un fascio lungo x fino alla seconda cella.
Gli atomi vengono raccolti da una trappola MOT tridimensionale e raf-
freddati fino a temperature di qualche µK tramite una fase di melassa otti-
ca. In tali condizioni la nuvola che si forma ha le caratteristiche per essere
intrappolata in una TOP senza grandi perdite.
Un condensato puo` essere ottenuto nella TOP attraverso l’evaporazio-
ne forzata fino a temperature dell’ordine di 10 nK e quindi confinato nella
trappola dipolare, oppure si esegue l’evaporazione forzata direttamente nella
trappola dipolare variando la profondita` della buca di potenziale, creando un
BEC con un maggior numero di atomi.
In questo progetto la trappola dipolare viene creata da due fasci incrociati
e sovrapposti alla TOP. E’ possibile regolare indipendentemente l’intensita` di
ciascun fascio e l’angolo fra di essi modificando cos`ı le frequenze di trappola
e quindi le lunghezze caratteristiche del confinamento.
1.4.1 Mode Matching
Il passaggio dalla MOT alla TOP cos`ı come quello dalla TOP alla trappola
dipolare richiede che i centri delle trappole siano quanto piu` sovrapposti e
che le frequenze di oscillazione nella varie direzioni siano uguali.
Considerando per semplicita` un sistema unidimensionale, in media un
1.4 Progetto dell’apparato sperimentale
presso l’universita` di Pisa 25
Figura 1.14: Struttura di una MOT 2D . Una configurazione di questo genere crea un
confinamento e un raffreddamento solo lungo gli assi x e y. Lo schema del quadrupolo e`
stato preso da [25].
atomo ha un’energia termica di K = 1
2
kBT . In presenza di un potenzia-
le esterno in approssimazione armonica l’atomo acquista anche un energia
potenziale U = 1
2
Mω2σ2 dove σ e` la dimensione della nuvola di atomi.
Per il teorema del viriale applicato ad un potenziale armonico si ha
K = U. (1.66)
La relazione 1.66 viene definita mode matching. Da tale relazione possiamo
trovare σ2 che e` uguale alla media quadratica 〈x2〉 della posizione dell’atomo
nella trappola:
〈x2〉 = kBT
Mω2
. (1.67)
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Se il potenziale e` troppo forte o troppo debole rispetto al mode mat-
ching la nube atomica nella trappola comincia ad oscillare. Tali oscillazione
aumentano l’energia del sistema causando l’aumento della temperatura ed
eventualmente la perdita degli atomi piu` energetici.
1.4.2 Frequenze della trappola dipolare
Dentro la trappola dipolare un atomo e soggetto alle forze 1.58 e 1.59. Per
un grande detuning la forza dovuta alla pressione di radiazione puo` essere
trascurata e il potenziale generato e` U(r) = −h¯G(ρ)γ2
2|δ| .
Per posizioni vicine al waist l’andamento di queste forze e` di tipo ar-
monico con frequenza radiale ωρ (ρ =
√
x2 + y2) e ωz per il confinamento
longitudinale.
L’intensita` nel waist (z = 0) e` descritta come
Iω0(ρ) =
2P
piw20
exp(−2 ρ
2
w20
). (1.68)
Lo sviluppo per piccoli valori di ρ del potenziale ci permette di trovare la
frequenza di oscillazione trasversale
ωρ =
1
w20
√
2Pγ2h¯
pi|δ|MIs (1.69)
dove γ e` il rate di emissione spontanea ed Is e` l’intensita` di saturazione.
Lungo z bisogna tenere conto della variazione della larghezza dello spot
w(z) = w0
√
1 + (z/zR)2 con zR = piw
2
0/λ. Per z/zR  1 e ρ = 0 l’approssi-
mazione armonica permette un moto con frequenza
ωz =
λ
piw30
√
2Pγ2h¯
pi|δ|MIs . (1.70)
Il rapporto fra le frequenze
ωρ
ωz
=
zR
w0
(1.71)
mette in evidenza, avendo fasci laser molto focalizzati (w0 ≈ 50µm) e con
lunghezze d’onda di∼ 103 nm, che il confinamento radiale e` maggiore rispetto
a quello longitudinale (ωρ
ωz
≈ 150).
In genere in letteratura si considerano w0 e zR le lunghezze caratteristiche,
rispettivamente, di confinamento radiale e longitudinale.
Capitolo 2
Setup sperimentale
In questo capitolo verra` presentato l’apparato sperimentale nell’esperimento
presso l’universita` di Pisa con cui si potra` creare una trappola dipolare. Si
descrivera` ogni elemento del banco ottico soffermandosi particolarmente sui
due Modulatori Acusto-Ottici (AOM) necessari per controllare l’intensita` di
ciascun fascio.
Inoltre verranno mostrate le misure eseguite per caratterizzare l’apparato
e testare il suo corretto funzionamento. Tale misure sono servite per definire
in maniera esatta le distanze fra i vari componenti ottici in modo da ottenere
un larghezza dello spot nel waist w0 di ∼ 50µm.
Infine un paragrafo e` dedicato ad alcuni test eseguiti sul banco di lavo-
ro con lo scopo di sperimentare le condizioni reali che si ritroveranno nel
montaggio dell’apparato finale.
2.1 Il banco ottico
In figura 2.1 e` presente la disposizione dei vari elementi ottici. In tale con-
figurazione i fasci non si incrociano dato che in questa fase del lavoro non
occorre creare fisicamente la trappola dipolare.
Il laser utilizzato e` a stato solido con un cristallo di Yag (Ittrio - Alluminio
- Granat) drogato con Itterbio. Il modello usato e` un Versadisk-1030 della
ELS con una lunghezza d’onda di λ = 1030 nm e una potenza massima di
Pmax = 5W.
Davanti l’apertura del laser e` stato inserito un beam splitter capace di
dividere il fascio in due uguali. I percorsi sono di lunghezza differente, studiati
in maniera tale da poter in seguito permettere la sovrapposizione dei fasci
all’interno della cella e di avere comunque uno spot nel waist finale uguale.
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Figura 2.1: Disposizione degli elementi nel banco ottico. I due percorsi sono stati
identificati con L e R.
Il primo elemento di ciascun cammino e` un AOM di cui si parlera` am-
piamente nella sezione 2.1.1. Tale modulatore usando la diffrazione di Bragg
suddivide il fascio in due ordini. L’ordine 0 viene bloccato mentre il primo
passa attraverso tre lenti di focale rispettivamente f = 100mm, f = 400mm
e f = 250mm.
La distanza delle prime due lenti e` pressappoco uguale alla somma del-
le distanze focali. Questo montaggio crea un telescopio che ha un duplice
scopo: innanzi tutto allarga le dimensioni dello spot del fascio e ci permette
una maggiore focalizzazione attraverso l’ultima lente, ed inoltre permette di
rendere approssimativamente indipendente la dimensione dello spot nel wai-
st finale dalla distanza della terza lente dal telescopio. Infatti il fascio laser
dopo il telescopio e` collimato, cioe` il diametro dello spot nel waist diventa
abbastanza grande da rendere le variazioni del diametro dello spot trascura-
bili anche lontano dalla posizione nel waist (vedi eq. 2.5). In questo modo
si permette una maggiore flessibilita` nella sistemazione dell’apparato speri-
mentale. In particolare dato che i percorsi si dovranno rimontare nel banco
ottico con le celle di quarzo questo telescopio minimizza gli eventuali errori
di distanza dell’ultima lente.
La sistemazione dei componenti ottici e la scelta delle focali delle lenti e`
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stata studiata per ottenere una dimensione dello spot nel waist finale di circa
ω0 ≈ 50µm posizionato a 25 cm dall’ultima lente.
2.1.1 AOM
Per controllare l’intensita` dei fasci e regolare il detuning δ dei fasci si utilizza
l’effetto diffrattivo di un cristallo contenuto in un modulatore acusto-ottico
(AOM).
Un AOM diffrange e sposta in frequenza la luce incidente usando onde
sonore (di solito radio-frequenza).
Un piezo-elettrico attaccato ad un cristallo crea onde sonore che compri-
mono e decomprimono periodicamente il vetro cambiando l’indice di rifra-
zione. La luce che esce e` il risultato di un effetto simile alla diffrazione di
Bragg. Una parte del fascio incidente viene diffratto con un angolo, diverso
rispetto alla direzione iniziale, che dipende dalla lunghezza d’onda della luce
e del suono. Inoltre l’intensita` del fascio diffratto e` dipendente dall’intensita`
dell’onda acustica e quindi modulandola opportunamente si varia l’intensita`
dei fasci diffratti. Il fascio che ha la stessa direzione della luce incidente e`
definito per convenzione ordine 0 mentre gli altri ordine ±1,±2... Inclinando
opportunamente il cristallo rispetto alla luce incidente e` possibile concentrare
l’intensita` essenzialmente sull’ordine 0 e sul primo, ed in generale sono questi
ad essere maggiormente visibili.
Rispetto pero` alla diffrazione di Bragg la luce e` scatterata da piani in
movimento alla frequenza dell’onda sonora quindi la frequenza dei vari ordini
sara` spostata a causa dell’effetto doppler di un ∆ω uguale a quello dell’onda
sonora. Inoltre dato che il momento dei fotoni e dei fononi deve conservarsi
anche la fase del primo ordine variera` in funzione della fase dell’onda sonora.
In pratica, un AOM puo` essere usato per creare cambiamenti nella dire-
zione, nella frequenza, nella fase e nell’intensita` di un fascio di luce.
In ciascuno dei due percorsi ottici della trappola dipolare e` presente un
AOM.
Il modello usato e` il 3110-192 della Crystal Optics. La radio-frequenza e`
generata da un oscillatore controllato da una tensione esterna (Voltage Con-
trolled Oscillator-VCO). Un VCO e` un circuito elettronico che permette, va-
riando opportunamente una tensione esterna, di generare un’onda sinusoidale
ad una frequenza variabile. Nel nostro caso il segnale aveva una frequenza
costante a 120Mhz e si variava l’ampiezza attraverso un attenuatore varia-
bile. Il segnale del VCO veniva amplificato da un amplificatore per avere un
potenza massima di 2.5W che corrispondono ad un ampiezza picco-picco di
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31.7Vpp su una resistenza di 50Ω.L’amplificatore usato e` ZHL-2W-1 della
MiniCircuits. La figura 2.2 mostra la curva caratteristica dell’amplificatore
descrivendo la potenza in uscita in funzione della potenza in ingresso.
Figura 2.2: Curva caratteristica dell’amplificatore ZHL-2W-1.
La taratura dell’AOM e` stata eseguita usando un power meter centrato
sull’ordine +1 del fascio mentre l’ordine 0 e` stato bloccato. Quello che in-
teressa e` massimizzare la potenza del primo ordine dato che sara` questo a
creare la trappola. Un parametro che determina l’intensita` del fascio diffratto
e` l’efficienza definita come
Eff =
(
P 1
◦ord
out
PLaserin
)
. (2.1)
In figura 2.3 e` mostrato come varia l’efficienza dell’AOM in funzione della
potenza d’uscita dell’amplificatore. Teoricamente la curva ha un massimo
di efficienza oltre il quale l’efficienza diminuisce. In queste misure non e`
stato possibile definire esattamente il massimo poiche` per valori superiori di
ampiezza la potenza erogata poteva danneggiare l’AOM.
Dalla figura 2.3 si nota che la massima efficienza (' 87%) si ha per una
potenza di Peff ' 2.5W.
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Figura 2.3: Efficienza dell’AOM in funzione della potenza in uscita dall’amplificatore.La
potenza dell’amplificatore e` stata calcolata usando la curva caratteristica di figura 2.2.
2.2 Caratterizzazione del percorso ottico
Le misure realizzate hanno principalmente lo scopo di determinare la dimen-
sione dello spot nel waist finale che, come gia` detto, deve essere ω0 ≈ 50µm e
di verificare che la grandezza dello spot del fascio dopo il telescopio rimanga
pressoche` costante.
Per la misura dello spot nel waist e` stato utilizzato un chopper e un foto-
diodo. Il chopper viene inserito nel percorso nel punto in cui si vuole misurare
la dimensione dello spot. Ruotando ad una frequenza stabilita il chopper ta-
glia il fascio periodicamente. Poi attraverso il fotodiodo si visualizza il segnale
sull’oscilloscopio.
Il profilo dell’intesita` di un fascio laser gaussiano (TEM00) e` del tipo
mostrato in figura 2.4.
L’espressione dell’intensita` per un fascio gaussiano e` stata definita come
I(r) =
√
2
pi
I
w
exp
[
−2(r − r0)
2
w2
]
(2.2)
dove I e r0 sono costanti, r e` la distanza dal centro del fascio e w e` la
dimensione dello spot, intesa come la distanza dal centro dove l’intensita` si
riduce di un fattore 1
e2
.
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Figura 2.4: Profilo dell’intensita` di un fascio gaussiano.
Il chopper taglia il fascio e nel caso in cui il diametro del chopper e` molto
maggiore del diametro dello spot nel waist ci permette di integrare l’intensita`
lungo la direzione di taglio (lungo r). Il segnale F (r) del fotodiodo avra` un
andamento del tipo
F (r) =
I
2
(
1 + erf
[√
2
(r − r0)
w
])
+ C. (2.3)
C e` una costante e erf e` la funzione d’errore definita come
erf(z) =
2√
pi
∫ z
0
dt exp
(−t2) . (2.4)
Fittando opportunamente il segnale dell’oscilloscopio si ottengono i vari pa-
rametri dell’equazione 2.3 ed in particolare w.
Misurando quindi lo spot a varie distanze lungo il percorso e` poi possi-
bile calcolare dove si trova il waist e che dimensione ha lo spot. Infatti la
dimensione dello spot in un fascio gaussiano varia in funzione della distanza
dal waist seguendo la relazione
w(x) = w0
[
1 +
(
λ(x− xw0)
piw20
)2] 12
(2.5)
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con w0 la dimensione dello spot nel waist, λ la lunghezza d’onda della luce
e xw0 la posizione del waist. Fittando con le misure di vari spot nelle loro
distanze la 2.5 si trovano la dimensione dello spot nel waist w0 e la sua
posizione xw0 .
2.2.1 Risultati delle misure
Figura 2.5: Dimensione dello spot dopo il telescopio del percorso L.
In un primo momento l’intensita` del laser, per evitare di danneggiare
il chopper e il fotodiodo, e` stata attenuata attraverso l’uso di filtri. Si e`
notato pero` che anche a bassa potenza questi portavano a variazioni della
grandezza dello spot e della distanza focale, probabilmente dovuto al riscal-
damento locale del filtro che deforma la superfice e causa effetti riffrattivi e
di convergenza del fascio.
Tale problema e` stato risolto controllando l’intensita` del primo ordi-
ne diffratto dall’AOM variando opportunamente l’ampiezza del segnale del
VCO.
Come gia` detto, la dimensione dello spot del fascio deve essere allargata
tramite il telescopio (figura 2.1) per poi mantenersi costante fino alla terza
lente. Quindi si misura, variando la lunghezza del telescopio, lo spot e la sua
variazione dopo la lente da f = 400mm. Si pone il chopper in tre diversi
punti del percorso misurando la larghezza del fascio.
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Figura 2.6: Dimensione dello spot dopo il telescopio del percorso R.
In questo modo si puo` ottimizzare la distanza tra le due lenti e rendere
la dimensione dello spot pressoche` costante.
Per quanto riguarda l’errore nelle misura dello spot nel waist si sono fatte
le seguenti considerazioni: l’errore sulla dimensione dello spot dipende dalla
deviazione standard del fit (∼ 5%) e da un eventuale errore sperimentale
della distanza del fascio dal centro del chopper (∼ 5%). Una percentuale
accettabile d’errore e` il 10%.
Per quanto riguarda la posizione del waist si e` considerato che le lunghez-
ze sono dell’ordine delle decine di centimetri e che un errore sperimentale
di misura e` di qualche millimetro, dovuto al fatto che la struttura degli ele-
menti ottici non ha permesso una misura al millimetro delle distanze. Si e`
considerato un errore del 5%.
Nel percorso L (fig. 2.5) il telescopio doveva essere di 52.5 cm mentre per
il percorso R (fig. 2.6) la distanza fra le due lenti doveva essere di 53.8 cm.
In questi casi la variazione dello spot era sempre entro gli errori.
A questo punto possiamo calcolare dimensione e posizione del waist finale.
Posto il chopper dopo la lente da f = 250mm si misura lo spot per varie
distanze e fittando la loro posizione attraverso l’eq. 2.5 si ottengono questi
risultati: per il percorso R si trova w0 = (46± 3)µm e xw0 = (24.8± 0.1) cm,
mentre per il percorso L i valori sono w0 = (45 ± 3)µm e xw0 = (25.45 ±
0.07) cm.
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Questi risultati sono in accordo con le previsioni teoriche descritte in
precedenza.
2.2.2 Ulteriori misure effettuate
Figura 2.7: Variazione dello spot nel waist al variare della corrente.
Un utile informazione e` quali variazioni dello spot nel waist si hanno
quando si modifica la corrente del laser. Infatti un aumento della dimensione
dello spot nel waist modifica notevolmente le caratteristiche della trappola
come la frequenza e la profondita` del potenziale. In figura 2.7 si nota come
lo spot nel waist subisca un aumento della dimensione ma sempre all’interno
degli errori e per non piu` di 2µm. In un esperimento reale l’intensita` dei
fasci laser viene controllata dall’AOM e la corrente del laser rimane costante,
ma comunque occorre verificare che lo spot nel waist non dipenda dal valore
della corrente scelto.
Sul percorso L e` stato poi verificato che effettivamente la distanza della
lente con focale f = 250mm dal telescopio non influenzi ne la grandezza dello
spot nel waist ne la sua posizione. Per far questo si e` posta l’ultima lente
prima a 22 cm dalla lente con f = 400mm e dopo a 15.5 cm. Nel primo caso
(fig. 2.8) si ottiene un w0 = (41± 2)µm e xw0 = (25.3± 0.2) cm mentre nel
secondo (fig. 2.9) w0 = (41.4± 0.9)µm e xw0 = (25.43± 0.06) cm.
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Figura 2.8: Misura dello spot e della posizione del waist nel percorsoL con l’ultima lente
a 22 cm dal telescopio
Figura 2.9: Misura dello spot e della posizione del waist nel percorsoL con l’ultima lente
a 15.5 cm dal telescopio
Quindi le variazione rispetto ai risultati trovati nella sezione precedente
sono ancora entro gli errori.
Questi percorsi dovranno essere poi montati nell’apparato finale per poter
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creare una trappola dipolare all’interno di una cella di quarzo. Le pareti della
cella quindi modificheranno sia lo spot sia la posizione del waist.
Per simulare la cella ci siamo serviti di un pezzo di vetro di spessore di
2.5mm (in verita` la cella ha uno spessore di 3.0mm). La variazione della
distanza focale 4f e` data dalla relazione
4f = d
(
1− 1
n
)
(2.6)
con d lo spessore del cristallo e n l’indice di rifrazione.
Da (2.6) per n = 1.2 si ha uno spostamento di 4f = 0.42mm quindi una
variazione trascurabile rispetto agli errori delle misure. Questa previsione e`
stata verificata con una nuova misura dello spot del waist riportata in fig.
2.10 con w0 = (45± 4)µm e xw0 = (25.45± 0.07) cm.
Figura 2.10: Misura dello spot e della posizione del waist nel percorso L simulando
l’effetto della parete della cella.
2.2.3 Riassunto delle caratteristiche
Facendo riferimento alla fig. 2.1 la caratterizzazione dell’apparato sperimen-
tale ha definito le specifiche dei percorsi ottici.
Per il percorso L si ha:
• Distanza Laser - Lente con f = 100mm 41 cm
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• Distanza Lente con f = 100mm - Lente con f = 400mm 52.5 cm
• Distanza Lente con f = 400mm - Lente con f = 250mm 96.1 cm
• Posizione del waist finale xw0 = (25.45 ± 0.07) cm, dimensione dello
spot nel waist w0 = (45± 3)µm
Invece, per il percorso R si ha:
• Distanza Laser - Lente con f = 100mm 29.3 cm
• Distanza Lente con f = 100mm - Lente con f = 400mm 53.8 cm
• Distanza Lente con f = 400mm - Lente con f = 250mm 51.6 cm
• Posizione del waist finale xw0 = (24.8± 0.1) cm, dimensione dello spot
nel waist w0 = (46± 3)µm
2.3 Parametri della trappola dipolare
La trappola dipolare sara` creata nell’apparato finale incrociando il fascio del
percorso L con quello del percorso R. Variando l’angolo di sovrapposizione
si modificano le distanze caratteristiche di confinamento degli atomi.
E’ importante sottolineare che i fasci non avranno la stessa frequenza.
Infatti il progetto di costruzione prevede che si usino per ciascun percorso
un ordine diffratto dall’AOM diverso, o l’ordine +1 o il -1. Cio` causa una
differenza nelle frequenze di circa 240MHz. Questa caratteristica impedisce
che l’interferenza fra i due fasci crei un reticolo ottico stabile. Le frange
di interferenza si muovono velocemente e gli atomi vedono solo un campo
medio.
Ogni fascio avra` una potenza massima di 2.5W, non contando le perdite
dei vari elementi ottici, ed una frequenza di ωL = 2pic/λ = 2pi × 291THz.
Gli atomi usati per ottenere il condensato sono atomi di 87Rb (M =
1.445 10−25Kg), con una frequenza di transizione ωRb = 2pi × 384THz tra i
livelli 5 2S1/2 con F = 2 e 5
2P3/2 con F = 3. Il detuning e` quindi nel rosso
con un valore di δ = −2pi × 93THz
Il valore del tasso di decadimento spontaneo determinato sperimental-
mente e` γ = 2pi × 6MHz e l’intensita` di saturazione e` Is = 1.66mW/cm2.
Le frequenze caratteristiche della trappola possono essere calcolati utiliz-
zando i valori precedentemente riportati:
ωρ =
1
w20
√
2Pγ2h¯
pi|δ|MIs ' 2pi × 400Hz (2.7)
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ωz =
λ
piw30
√
2Pγ2h¯
pi|δ|MIs ' 2pi × 3Hz. (2.8)
Riportiamo anche il valore della lunghezza di Rayleigh zR = piw
2
0/λ = 6mm
che determina la lunghezza caratteristica del confinamento longitudinale.

Capitolo 3
Fluttazioni
La buca di potenziale creata da una trappola ha una profondita` finita che
determina l’energia massima degli atomi confinati. In esperimenti reali la
forma e la posizione di tale buca non rimane stabile nel tempo poiche` i
dispositivi usati sono soggetti inevitabilmente a disturbi o rumori legati alla
loro struttura o all’interazione con l’esterno. In particolare il fascio laser puo`
subire fluttuazioni dell’intensita` o della posizione a causa, ad esempio, della
vibrazione dei vari componenti ottici. Questo causa un riscaldamento della
nube atomica e porta alla distruzione del condensato.
Esiste un tempo caratteristico nella variazione di energia degli atomi, det-
to tempo di riscaldamento, oltre il quale la popolazione degli atomi presenti
varia sensibilmente fino svuotare la trappola.
In questo capitolo studieremo, attraverso il modello dell’oscillatore armo-
nico, il riscaldamento dovuto alle fluttuazioni dell’intensita` del laser e dello
spostamento della trappola.
Dopo applicheremo tali risultati al caso specifico del nostro apparato spe-
rimentale. Usando lo spettro di rumore dell’intensita` del laser a Itterbio-Yag
calcoleremo il tempo di riscaldamento. Sono state eseguite inoltre delle misu-
re per trovare la frequenza propria di oscillazione dei vari componenti ottici
e i relativi spostamenti: quindi ipotizzando un oscillazione smorzata degli
elementi si puo` dare una stima sul contributo al riscaldamento.
3.1 Tempo di riscaldamento
Riportiamo da [27] e [28] una trattazione teorica di un sistema atomico
intrappolato in un potenziale armonico dipendente dal tempo.
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3.1.1 Fluttuazioni nella costante elastica
Iniziamo discutendo il fenomeno dell’eccitazione parametrica. Questo pro-
cesso consiste in un trasferimento di energia agli atomi imposto da variazioni
della profondita` della trappola. Se la fluttuazione dell’intensita` del laser che
realizza la trappola ottica e` abbastanza grande gli atomi piu` energetici hanno
la possibilita` di scavalcare la buca di potenziale.
Consideriamo l’hamiltoniana
H =
p2
2M
+
1
2
Mω2tr [1 + (t)]x
2 (3.1)
dove M e` la massa dell’atomo ωtr =
√
k0
M
e` la media della frequenza di
trappola. La variazione dell’intensita` e` data da
(t) =
I(t)− I0
I0
(3.2)
dove I0 e` l’intesita` media del laser. Per trovare il tempo di riscaldamento
ci serviamo dell’approssimazione perturbativa del temine
H ′ =
1
2
Mω2tr(t)x
2. (3.3)
Per un atomo nello stato |n〉 la possibilita` di una transizione in uno stato
|m〉 dopo un tempo T e`
Rm←n = 1T
∣∣∣−ih¯ ∫ T0 dt′H ′mn(t′)eiωmnt′∣∣∣2 =(
Mω2tr
2h¯
)2 ∫ +∞
−∞
dτeiωmnτ 〈(t)(t+ τ)〉|〈m|x2|n〉|2 (3.4)
Il tempo T affinche` questa approssimazione sia valida deve essere pic-
colo rispetto al tempo di variazione della popolazione ma abbastanza gran-
de rispetto al tempo di correlazione delle fluttuazioni τ . La funzione di
autocorrelazione della fluttuazione dell’intesita` e` definita come
〈(t)(t+ τ)〉 = 1
T
∫ T
0
dt(t)(t+ τ) (3.5)
Usando gli elementi di matrice di x2 e considerando ωn±2,n = ±2ωtr
l’equazione 3.4 si riduce a
Rn±2←n =
piω2tr
16
S(2ωtr)(n+ 1± 1)(n± 1) (3.6)
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dove
S(ω) ≡ 2
pi
∫ ∞
0
dτ cosωτ〈(t)(t+ τ)〉 (3.7)
e` lo spettro del rumore ed e` definito in modo tale che∫ ∞
0
dω S(ω) =
∫ ∞
0
dν S(ν) = 〈2(t)〉 ≡ 20 (3.8)
con 0 uguale alla media della fluttuazione.
Se gli atomi occupano lo stato |n〉 al tempo t con una probabilita` P (n, t)
possiamo calcolare la variazione media dell’energia,
〈E˙〉 =
∑
P (n, t)2h¯ωtr(Rn+2←n −Rn−2←n) = pi
2
ω2trS(2ωtr)〈E〉 (3.9)
con 〈E〉 = ∑P (n, t)(n + 1
2
)h¯ωtr. L’equazione 3.9 mostra come l’energia
cresca esponenzialmente
〈E˙〉 = Γ〈E〉 (3.10)
con un tasso costante dato da
Γ =
1
TI(sec)
= pi2ν2trS(2νtr) (3.11)
dove TI e` il tempo di riscaldamento.
E’ interessante da notare il fatto che h¯ non compare quindi il calcolo puo`
essere fatto anche in maniera classica sapendo che
〈E˙〉 =
〈
dH
dt
〉
=
〈
∂H
∂t
〉
=
Mω2tr
2T
∫ T
0
dt (t)x2(t) (3.12)
poiche`, per l’equazione di Hamilton, solo l’esplicita dipendenza dal tempo
causa la variazione di energia. Integrando per parti e considerando solo i
termini in x2(t) si ottiene l’equazione 3.10.
Il tasso di riscaldamento e` proporzionale all’energia. Si nota che il tasso
costante Γ dipende da S calcolato per la frequenza 2νtr. Questa e` una
caratteristica del riscaldamento parametrico.
Questo calcolo e` per una trappola ottica unidimensionale ma si posso-
no ottenere risultati equivalenti per una trappola tridimensionale imponendo
come condizione la distribuzione uniforme dell’energia nelle tre direzioni x,y
e z. Il tempo caratteristico quindi limita la permanenza nello stato fonda-
mentale della trappola e il calcolo di 〈E(t)〉 mostra l’evoluzione nel tempo
dell’energia fino al momento in cui l’atomo non e` piu` intrappolato quando
E = V0 dove V0 rappresenta la profondita` della buca.
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3.1.2 Fluttuazioni del centro della trappola
Si immagini un atomo in una buca di potenziale. Se la buca si sposta lungo
una direzione l’atomo sara` costretto dalla forza generata dal potenziale a
muoversi nella stessa direzione della buca. Se tale spostamento e` casuale ge-
nerato da una fluttuazione della posizione del fascio laser l’atomo acquistera`
un moto oscillatorio all’interno della trappola che aumenta la sua energia
permettendo di raggiungere stati non intrappolati.
L’hamiltoniana che descrive il sistema in questo caso sara`
H =
p2
2M
+
1
2
Mω2x[x− εx(t)]2 (3.13)
dove ε2x(t) e` la fluttuazione del centro della trappola. Con metodi simili a
quelli usati per ottenere la 3.10 abbiamo il rate di transizione
Rn±1←n =
piMω3tr
2h¯
S(ωx)(n+
1
2
± 1
2
) (3.14)
e da qui si ottiene facilmente il tasso di riscaldamento
Q˙x ≡ 〈E˙x〉 = pi
2
Mω4xSx(ωx). (3.15)
Si nota immediatamente come tale tasso e` indipendente dall’energia.
Anche in questo caso lo spettro del rumore e` definito
Sx(ω) ≡ 2
pi
∫ ∞
0
dτ cosωτ〈x(t)x(t+ τ)〉 (3.16)
con
∫∞
0
dωSx(ω) = ε
2
x che e` la media della variazione della posizione della
trappola.
Definendo il tempo Tx come il tempo caratteristico necessario per avere
l’incremento di energia Q˙x partendo da t = 0 con 〈Ex(0)〉 = Mω2x〈x2〉, dove
〈x2〉 e` la media quadratica della posizione dell’atomo nella trappola, si trova
Q˙x
〈Ex(0)〉 =
1
Tx
= pi2ν2x
Sx(νx)
〈x2〉 . (3.17)
3.2 Misure sperimentali di fluttuazione
La trattazione fino a questo punto svolta fornisce gli strumenti adatti a cal-
colare il tasso di riscaldamento. In generale sono diverse le cause che possono
provocare fluttuazioni nell’intensita` del laser: fluttuazione nella corrente di
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alimentazione del laser, vibrazioni della cavita` ottica, etc. Questo rumore e`
stato misurato per il laser dell’esperimento e questo ci da la possibilita` di
calcolare il tempo di riscaldamento (Sez. 3.3.1).
Inoltre nel nostro apparato sono presenti diversi componenti ottici, e come
descritto nella sezione 3.2.2 ciascuno di essi influisce in maniera diversa sullo
spostamento della posizione della trappola.
3.2.1 Misura della fluttuazione dell’intensita`
L’intensita` del laser puo` essere misurata indirizzando il fascio su un foto-
diodo. Data la potenza del laser, per evitare di danneggiare il fotodiodo,
si e` attenuata l’intensita` della luce attraverso dei filtri. Sull’oscilloscopio si
registra in funzione del tempo il segnale del fotodiodo che rappresenta la
variazione dell’intensita`. Il segnale e` mostrato in figura 3.1. Sono stati presi
15000 punti in 300 divisioni con una risoluzione di 2ms/div.
Figura 3.1: Fluttuazione di intensita` del laser ad Itterbio-Yag.
3.2.2 Componenti ottici
Lo scopo delle misure descritte in questa sezione e` quello di caratterizzare
lo spostamento del fascio laser dalla sua posizione originaria e le frequenze
proprie di oscillazione dei vari elementi presenti lungo il suo percorso ottico.
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Le misure sono state realizzate inserendo un pinhole da 35µm nel fuoco
della lente con f = 250mm.Attraverso poi un fotodiodo si misurano sull’o-
scilloscopio la variazione di intensita` del segnale causate dalle vibrazioni dei
vari componenti mosse da un urto esterno.
L’oscilloscopio mostra come la fluttuazione e` caratterizzata da dei picchi
periodici la cui ampiezza via via si riduce fino a raggiungere il valore stazio-
nario. Dalla distanza fra i picchi possiamo risalire alla frequenza propria di
oscillazione.
Lo spostamento medio dalla posizione di equilibrio si ricava dall’ampiezza
della fluttuazione. In condizioni stazionarie il pinhole e` centrato sul fascio, ma
lo spostamento del fascio modifica la trasmissione causando una variazione
nell’intensita` del segnale che registra il fotodiodo. In generale la trasmittanza
di un pinhole di raggio R con distanza d dal centro del fascio e` data da
T (d) =
IOUT
IIN
=
∫√R2−(x−d)2
−
√
R2−(x−d)2 dy
∫ R+d
d−R exp
(
−2x2+y2
w20
)
dx∫ √R2−x2
−√R2−x2 dy
∫ R
−R exp
(
−2x2+y2
w20
)
dx
(3.18)
dove w0 e` proprio la dimensione dello spot nel waist del fascio dato che
il pinhole e` posto nel fuoco della lente. Un calcolo dell’integrale (3.18) per
un diametro 2R = 35µm di pinhole al variare dello spostamento dal centro
e` mostrato in figura 3.2.
Da tale grafico e` quindi possibile estrapolare lo spostamento massimo del
componente.
Il segnale totale del fotodiodo misurato in condizioni di equilibrio e` in
media di 190mV, e su una scala di 80ms abbiamo una fluttuazione di 40mV.
Urtando le lenti e gli specchi del banco ottico otteniamo i seguenti risultati:
• Muovendo la prima lente (f = 100mm) la fluttuazione e` di 130mV
(68%) con una frequenza propria di 217Hz
• Muovendo la seconda lente (f = 400mm)si ottiene una variazione di
intensita` di 190mV (100%) con una frequenza di 107Hz
• Un urto parallelo allo specchio all’interno del telescopio causa fluttua-
zioni di 150mV (79%) con picchi di frequenza 200Hz
• Movimenti dell’ultima lente (f = 250mm) genera fluttuazioni di 130mV
(68%) con frequenza di 213Hz
• Con spostamenti perpendicolari all’ultimo specchio le fluttuazioni sono
di 190mV (100%) a 152Hz e movimenti paralleli portavano a variazioni
di 150mV (79%) e picchi a 250Hz
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Figura 3.2: Calcolo teorico della trasmissione di un pinhole di 2R = 35µm per un fascio
non centrato
3.2.3 Spostamento del fascio per lunghi periodi
L’ultima misura sulla variazione di intensita` del fascio ci ha permesso di mi-
surare il drift del waist finale in funzione di lunghi periodi di tempo. Tale
drift puo` dar luogo a spostamenti della trappola nella cella. Questo effetto
deve essere compensato perche` in genere un condensato prima di essere cari-
cato in una trappola dipolare e` confinato in una TOP. Se le due trappole non
sono allineate lo spegnimento della TOP provoca un movimento oscillatorio
del condensato attorno alla posizione della trappola dipolare distruggendo la
nube atomica.
Si inserisce alla distanza focale il pinhole da 35µm e si valuta la tra-
smissione totale normalizzata alla potenza totale nell’instante della misura,
poiche` anche la potenza del laser nel tempo puo` cambiare. In figura 3.3 sono
mostrati i risultati della misura. In genere la trasmissione varia nei primi 60
minuti di 0.04− 0.05 e dopo rimane pressoche` costante.
Attraverso il calcolo numerico della trasmissione teorica attraverso un
foro di un fascio non centrato (fig. 3.2) si nota che il drift totale rispetto al
tempo 0 e` di 8− 9µm.
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Figura 3.3: Drift del waist.
3.3 Calcolo del tempo di riscaldamento
Prima di analizzare i risultati precedentemente riportati occorre fare alcune
precisazione sulle condizioni sperimentali in cui sono state eseguite le misure.
I percorsi ottici sono stati montati su un banco diverso da quello in cui verra`
montato l’apparato finale. Questo, ad esempio, comporta che le frequenze
proprie di oscillazione degli elementi ottici potrebbero cambiare in relazione
al tipo di sostegno usato per il montaggio definitivo.
I clamp utilizzati per fissare gli oggetti cos`ı come i sostegni e la stabilita`
del pinhole non erano ottimali per il tipo di banco e cio` non permetteva un
isolamento dall’ambiente esterno uguale a quello che si avra` nell’apparato
finale.
La descrizione seguente, in particolare quella sulle fluttuazioni del centro
della trappola, e` qualitativa ed e` un analisi preliminare che permette di dare
una stima dell’ordine di grandezza delle fluttuazioni presenti.
3.3.1 Spettro del rumore dell’intensita` del laser
La fluttuazione dell’intensita` mostrata in fig. 3.1 permette il calcolo di S.
Usando per (t) la definizione dell’eq. 3.2 lo spettro di rumore S e`
mostrato in fig. 3.4.
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Figura 3.4: Spettro di rumore
Figura 3.5: Tempo di riscaldamento ottenuto dallo spettro in fig. 3.4.
Il tempo di riscaldamento TI che ne risulta dall’eq. 3.17 (fig. 3.5) e` dell’or-
dine di 10 s. Se si considera che in genere un esperimento sui condensati dura
qualche secondo questo tempo di riscaldamento e` accettabile e permette di
trascurare gli effetti del riscaldamento dovute alla fluttuazione dell’intensita`.
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3.3.2 Spostamento del centro della trappola
I risultati descritti nella Sez. 3.2.2 possono esseri usati per calcolare il tempo
di riscaldamento dovuto allo spostamento del fascio a causa delle vibrazioni
dei componenti ottici.
Supponiamo di considerare lo spostamento degli elementi come un movi-
mento armonico smorzato del tipo
x(t) = 0 cosωt e
−Γt (3.19)
con 0 e Γ costanti e ω = 2piνcom dove νcom e` la frequenza propria di oscilla-
zione del componente ottico considerato. Per determinare completamente il
moto dobbiamo identificare sia 0 che Γ.
La prima costante rappresenta l’ampiezza dell’oscillazione. Questa puo`
essere estrapolata dal grafico 3.2 sapendo la fluttuazione massima dell’in-
tensita`. Per esempio nel caso della prima lente le vibrazioni causano un
oscillazione dell’intensita` del 68% quindi la trasmittanza si riduceva al 32%.
Cio` comporta che lo spostamento del fascio, estrapolata dall’integrale 3.18
con ω0 = 45µm, e` di circa 36µm. Quindi possiamo porre 0 = 36µm.
Per quanto riguarda Γ, il suo valore puo` essere determinato direttamente
dall’osservazione sperimentale del segnale del fotodiodo. In generale si e`
notato che per tempi superiori a 100ms lo smorzamento era tale da rendere
l’oscillazione trascurabile:∣∣∣∣ x(0)x(0.1)
∣∣∣∣ 1⇒ Γ ∣∣∣∣ ln cos 0.1ω0.1 s
∣∣∣∣ (3.20)
Nel caso del primo specchio il valore stimato e` Γ = 120 s−1.
Per procedere al calcolo del tempo di riscaldamento occorre ancora stabi-
lire il tempo T necessario per calcolare la funzione di autocorrelazione (3.5).
Questo tempo, come gia` detto, deve essere piccolo rispetto al tempo carat-
teristico in cui varia il numero degli atomi presenti nella trappola; inoltre
T deve essere piu` grande del tempo τ di correlazione della fluttuazione (eq.
3.5). Definiamo T = 0.08 s.
La trappola che useremo avra` una frequenza che andra` dai 10Hz ai 300Hz
e la larghezza della nube atomica sara` di circa
√〈x2〉 = 10µm.
In figura 3.6 e` mostrato lo spettro di rumore causato dalla prima lente
calcolato con 0 = 36µm,Γ = 120 s
−1, νcom = 217Hz e T = 0.08 s.
Attraverso la relazione
Tx =
〈x2〉
pi2ν2Sx(2piν)
(3.21)
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Figura 3.6: Spettro del rumore dovuto allo spostamento del centro della trappola per
frequenze fino a 1000Hz .
Figura 3.7: Tempo di riscaldamento dovuto allo spostamento del centro della trappola
per l’oscillazione del primo specchio per frequenze fino a 1000Hz.
si ha l’andamento del tempo di riscaldamento per una nube di atomi
intrappolata con una dimensione tipica di
√〈x2〉 = 10µm (fig. 3.7). Si nota
che Tx ∝ 〈x2〉.
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L’andamento di Sx mostra un picco proprio alla frequenza di oscillazione
dell’elemento νcom = 217Hz largo circa 100Hz. Allontanandosi da questa
frequenza il rumore diminuisce.
Il tempo di riscaldamento comunque risulta essere abbastanza piccolo:
per frequenze vicino alla frequenze propria dell’elemento ottico Tx ∝ (10−4−
10−3) s; per frequenze maggiori Tx ∝ (10−3 − 10−2) s.
In pratica un oscillazione cos`ı grande di una lente svuoterebbe la trap-
pola molto rapidamente. Bisogna sottolineare che le condizioni descritte in
precedenza rappresentano un caso particolare di rumore. Infatti ampiezze
di oscillazione di questo tipo si ottengono per forte interazione dell’apparato
sperimentale con l’ambiente. In condizioni normali un buon esperimento non
crea tali disturbi.
Mettiamo in evidenza gli effetti della fluttuazione dell’intensita` mostrata
nella sez. 3.2.1 sulla misura dell’ampiezza delle oscillazioni dei componenti
ottici. Infatti tale fluttuazione si somma al segnale registrato dal fotodiodo
dopo il pinhole. Dai dati raffigurati in 3.1 si nota una variazione dell’inten-
sita` (∆I/I0)L = 0.08. Con il percorso montato, in condizioni di massima
stabilita`, la fluttuazione dell’intensita` dopo il pinhole e` (∆I/I0)P = 0.21.
Ipotizzando che tali rumori siano indipendenti, e` possibile estrarre la flut-
tuazione dell’intensita` di oscillazione dovuta alle vibrazioni degli elemen-
ti ottici (∆I/I0)E =
√
(∆I/I0)2P − (∆I/I0)2L = 0.19. Questo equivale ad
un’ampiezza di oscillazione di E = 15µm.
I risultati precedenti sono affetti dalle condizioni non ottimali di misu-
ra. Come gia` detto, questa analisi da` una stima dell’ordine di grandezze
dei parametri considerati. L’ampiezza E potra` essere ridotta nell’apparato
definitivo di un fattore 2 o 3 attraverso l’utilizzo di accorgimenti adatti, non
presenti per queste misure.
Un calcolo del tempo di riscaldamento per ampiezze 0 di qualche µm da`
valori intorno al secondo lontano dalla risonanza e per basse frequenze. In
genere questo e` l’ordine di grandezza della durata di un esperimento sul BEC
e quindi la variazione di energia nella trappola, dovute alle fluttuazioni del
centro della trappola, potra` essere trascurata.
Capitolo 4
Trappola dipolare: possibilita`
di impiego
Nei capitoli precedenti si sono presentate in maniera ampia le caratteristiche
della trappola dipolare progettata presso il dipartimento di Fisica di Pisa.
Tra i possibili utilizzi di questo apparato ci soffermeremo sulla possibilita` di
ottenere un BEC in una regione di spazio piu` stretta rispetto a quella che si
otteneva con l’intrappolamento della TOP fino ad ora utilizzata. Infatti den-
sita` piu` alte del condensato aumentano le interazioni atomiche evidenziando
gli effetti non lineari previsti dall’equazione di Gross-Pitaevskii.
In questo capitolo si porra` un confronto con la trappola TOP sottolinean-
do i vantaggi sperimentali, come l’assenza di micromoto ed una maggiore
densita` spaziale.
Inoltre, caricando un BEC in un reticolo ottico, e` possibile osservare la
dinamica in un potenziale periodico. In particolare si studia l’effetto tunnel
Landau-Zener che in un regime non lineare viene profondamente influenzato
dall’interazione atomica.
4.1 Confronto con la TOP
Negli esperimenti tipici finora eseguiti a Pisa la creazione di un BEC, come
abbiamo visto, consiste in successivi processi di raffreddamento di una nube
di atomi. Tale condensato viene confinato in una zona di spazio attraverso
l’uso di una trappola TOP. Gli studi di questi ultimi anni hanno portato
l’attenzione della ricerca sulla possibilita` di usare atomi freddi in potenziali
periodici descritti nella Sez. 1.3.4 . Una possibile applicazione e` riuscire ad
intrappolare un numero definito di atomi per buca e, sfruttando l’interazione
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fra le particelle, eseguire operazioni di computazione quantistica (vedi, per
es., [29, 30, 31] ).
Il reticolo ottico viene sovrapposto alla trappola TOP e il graduale spe-
gnimento della trappola permette agli atomi del BEC di occupare le varie
buche di potenziale periodico. Sostituendo la trappola TOP con una dipola-
re e` possibile risolvere alcune problematiche sperimentali legate proprio alla
natura della TOP.
4.1.1 Micromoto
La presenza del micromoto (Sez. 1.3.2) non modifica le grandezze termodi-
namiche del sistema poiche` e` un moto collettivo dell’intera nube di atomi e
non influenza l’interazione atomica.
Se si vuole caricare un BEC in un reticolo ottico da una trappola TOP il
micromoto diventa pero` un fattore importante che modifica l’evoluzione del
condensato. Il moto degli atomi rispetto al potenziale periodico determina il
quasi momento q = mv/h¯.
In genere il contributo del micromoto al quasi momento non e` tale da
determinare quasi momenti ai limiti della prima zona di Brillouin (e quindi
per esempio a realizzare il tunnel di Landau-Zener o le oscillazioni di Bloch)
ma ha comunque degli effetti sulla forma e la posizione del condensato.
Un esempio e` mostrato in figura 4.1 [34]. In (a) si ha l’assorbimento
del condensato nella TOP e in (c) si ha l’immagine di un BEC nel reticolo
eliminando il micromoto attraverso degli accorgimenti sperimentali. In (b)
invece e` rappresentata la forma della nube in un reticolo quando e` presente
il micromoto: il condensato viene spalmato lungo il potenziale periodico
In alcuni esperimenti e` poi necessario spegnere la TOP immediatamente
dopo aver sovrapposto il reticolo. Il micromoto non permette di determinare
il quasi momento iniziale cos`ı come la sua posizione iniziale.
Nelle trappole dipolari invece il micromoto non e` presente e si ottengono
condensati in regioni di spazio strette lungo le direzioni trasversali al reticolo
e allungate parallelamente.
4.1.2 Densita` nella trappola dipolare
Il trasferimento di un BEC da una trappola TOP ad una trappola dipolare
richiede che sia soddisfatta la condizione di mode matching (Sez. 1.4.1)
affinche` la nube atomica rimanga intrappolata senza generare oscillazione
che potrebbero distruggere il condensato. Questo procedimento puo` essere
realizzato controllando la potenza e l’angolo di sovrapposizione dei fasci della
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Figura 4.1: Immagine di un condensato in un reticolo ottico. (a) Il condensato rila-
sciato dalla trappola TOP senza reticolo ottico. (b) Effetto del micromoto nel reticolo.
(c) Il condensato nel reticolo caricato dopo aver compensato con metodi sperimentali il
micromoto. [34]
trappola dipolare in modo che le frequenze 1.69 e 1.70 siano quanto piu` simili
a quella della TOP.
Facendo riferimento alla sez. 1.1.2 e alla discussione che si intraprendera`
in seguito (sez 4.2) il parametro di non linearita` C e` proporzionale al picco
della distribuzione di densita`.
Per forti interazioni e` valida l’approssimazione di Thomas-Fermi (Sez.
1.1.2) con picco di densita`
n0 ∝ (ωxωyωz)2/5. (4.1)
Tipicamente in una TOP le frequenze ωi ' 2pi × 50Hz mentre per la
trappola dipolare ωx = ωy = ωρ ' 2pi × 400Hz e ωz ' 2pi × 3Hz, quindi
nDIP0
nTOP0
≈ 1.7. (4.2)
Si puo` inoltre pensare di creare il BEC direttamente nella trappola dipo-
lare. In questo caso si deve tenere conto anche del numero di atomi intrap-
polati. In una trappola TOP, negli esperimenti realizzati a Pisa, un numero
tipico di atomi e` dell’ordine di 104 mentre in una trappola dipolare, facendo
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riferimento alla letteratura recente e che comunque il nuovo apparato sara`
migliorato rispetto al sistema precedente, il numero di atomi si stima dell’or-
dine di 105. Quindi dato che la dipendenza di n0 dal numero di atomi e dalle
frequenze e` data da
n0 ∝ (N0ωxωyωz)2/5. (4.3)
si ha un rapporto
nDIP0
nTOP0
≈ 4.3. (4.4)
La scelta di quale trappola usare per creare la BEC dipende dalle esigenze
e dalle possibilita` sperimentali che si presenteranno quando l’apparato finale
sara` costruito.
Tali caratteristiche permettono di realizzare esperimenti con una mag-
giore interazione atomica e quindi di osservare in maniera piu` raffinata la
dinamica non lineare dei condensati di Bose-Einstein.
4.2 BEC in presenza di reticoli ottici
Si immagini un BEC confinato in una trappola atomica (magnetica o ottica)
sovrapposta ad un reticolo ottico che si estende lungo la direzione z. Facendo
riferimento alla sezione 1.1.2 e a [36] l’equazione di Gross-Pitaevskii puo`
essere scritta come(
p2
2M
+ Varm + Vret + C3D|ψ2(r)|
)
ψ(r) = µ′ψ(r) (4.5)
dove Varm =
∑
i=x,y,z
1
2
Mω2i i
2 e` il potenziale armonico della trappola, Vret =
U0/2cos(2κrz) e` il potenziale del reticolo ottico e ψ(r) e` una funzione tale che
la funzione d’onda Ψ(r) del condensato in questo sistema e` Ψ(r) =
√
noψ(r)
con n0 uguale al picco della distribuzione di densita`.
Il parametro C3D =
4pih¯2an0
M
rappresenta la costante di non linearita` e
quantifica la forza di interazione tra gli atomi.
Come gia` visto, in una trappola dipolare il confinamento radiale puo`
essere molto forte tanto bloccare la dinamica nelle direzione trasverse a z.
Questo tipo di condizione e` espressa dalla relazione
µ < h¯ω⊥ (4.6)
Si dimostra [32, 33] che in questo caso la funzione ψ(r) e` della forma
ψ(x, y, z) = ψ(z) exp
[
1
2
(
x2
σ2x
+
y2
σ2y
)]
(4.7)
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ed e` possibile separe l’equazione 4.5 rispetto alle direzioni trasversali x, y
e longitudinale z, e ridurre l’equazione di Gross-Gross-Pitaevskii(
p2z
2M
+
1
2
Mω2zz
2 +
U0
2
cos(2κrz) +
1
3
C3D|ψ(z)|2
)
ψ(z) = µψ(z) (4.8)
con la costante di non linearita` uguale a Cz =
1
2
C3D.
In genere comunque questa descrizione unidimensionale non e` sempre ve-
rificata sperimentalmente. Infatti soddisfare la condizione 4.6 richiede un
grande confinamento trasversale che anche con una trappola dipolare e` diffi-
cile da ottenere (Per ω⊥ = 2pi × 400Hz si ottiene h¯ω⊥ ≈ 10−32 e in genere si
ha µ ≈ 10−31). Nonostante cio` nella discussione seguente si adoperera` questa
approssimazione, che comunque da una descrizione qualitativa accettabile,
con l’eccezione del parametro di non linearita` che sara` sempre C = 4pih¯
2an0
M
.
Soluzioni del problema non lineare
L’equazione 4.8 descrive gli effetti non lineari del condensato confinato in una
trappola dipolare su cui e` stato sovrapposto un reticolo ottico. Trascurando
il termine armonico della trappola, cerchiamo le soluzioni di 4.8 che in un
potenziale periodico saranno, per il teorema di Bloch, della forma
ψ(z) = eikzφk(z) (4.9)
dove k e` il vettore d’onda di Bloch e φk(z) e` una funzione con periodicita`
uguale a quella del reticolo. In particolare l’equazione di Gross-Pitaevskii
per le funzioni di Bloch φk(z) permette di ottenere le bande di energia µ(k)
del reticolo, (
p2z
2M
+ vcos(z) + c|φk(z)|2
)
φk(z) = µ(k)φk(z) (4.10)
dove per semplicita` si e` posto v = U0/2
8Erec
, z in unita` di 2/κr e c = C/8Erec
con Erec = h¯
2κ2r/2M che rappresenta l’energia di rinculo.
Per c = 0 gli autostati sono rappresentati dalle funzioni di Bloch [37]. La
non linearita` invece, crea autostati che non sono funzioni di Bloch [38, 39].
Un soluzione esatta per k = 0 dell’equazione di Gross-Pitaevskii e`
ψ =
√
c+ v +
√
c− v
2
√
c
eipi/2 −
√
c+ v −√c− v
2
√
c
e−ipi/2 (4.11)
che esiste solo per c > v e che quindi non ha nessun corrispettivo lineare.
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Figura 4.2: Banda di Block fondamentale . Per c > v si nota un nodo ad anello nei
massimi della funzione.In figura k = 0 rappresenta il bordo banda. [35]
La banda fondamentale mostrata in figura 4.2 al crescere di c tende ad
avere una cuspide nel massimo e per il valore critico di c = v ha una struttura
ad anello, piu` evidente per c > v. Questo fenomeno fu messo in evidenza
da W. Biao e N. Qian [40] e in seguito e` stato trovato anche per la seconda
banda [41].
Consideriamo il rapporto
v
c
= v
κ2r
pin0a
. (4.12)
Negli esperimenti eseguiti a Pisa valori tipici dei parametri sono v ≈ 0.3,
n0 ≈ 1014 cm−3 e κr ≈ 2µm−1 ottenendo v/c = 1.2.
L’uso della trappola dipolare puo` essere usata per raggiungere il valore
critico v = c. Il trasferimento del BEC dalla TOP alla trappola dipolare per-
mette di ottenere v/c = 0.71. Se si crea il BEC direttamente nella trappola
dipolare si puo` ottenere un valore del rapporto v/c = 0.28.
4.2.1 Effetto Landau-Zener non lineare
Un effetto comune quando si descrive una particella in un potenziale perio-
dico e` l’effetto tunnel Landau-Zener [42]. Questo fenomeno e` visibile in un
potenziale accelerato dove gli atomi oscillano all’interno della prima zona di
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Brillouin. Tale accelerazione mescola le bande di energia del reticolo permet-
tendo al limite della prima zona di Brillouin una transizione alla banda piu`
alta.
Aumentando l’accelerazione, la probabilita` di transizione aumenta, de-
terminando il tunneling di Landau-Zener. L’introduzione delle interazioni
atomiche influenza notevolmente questo fenomeno.
Consideriamo l’equazione di Gross-Pitaevskii per un reticolo accelerato
i
∂
∂t
ψk(z) =
[
1
2
(
−i ∂
∂z
− αt
)2
+ v cos(2κrz) + c|ψk(z)|2
]
ψk(z) (4.13)
dove α e` l’accelerazione in unita` di 16Erecκr. In genere per poter analizzare
questa equazione si considera un sistema a due livelli.
Il tunnel avviene ai bordi della prima zona di Brillouin, k = κr, dove la
funzione d’onda e` dominata dalle componenti di due onde piane
φ(z, t) = a(t)eikz + b(t)ei(k+κr)z (4.14)
con |a|2 + |b|2 = 1. Per semplicita` si passa ad una descrizione matriciale
inserendo la precedente funzione d’onda nell’eq.4.13
i
∂
∂t
(
a
b
)
= H(γ)
(
a
b
)
(4.15)
dove
H(γ) =
1
2
(
γ + cξ v
v −γ − cξ
)
(4.16)
con γ = αt e ξ = |a|2 − |b|2.
Questo modello a due livelli riassume il comportamento del BEC in un
reticolo ottico compreso la struttura ad anello presentata prima. Le bande
di Bloch sono descritte dagli autovalori di H(γ):
H(γ)
(
a
b
)
= µ(γ)
(
a
b
)
(4.17)
Un calcolo numerico degli autovalori dell’eq. 4.17 e` mostrato in figura
4.3.
La discussione precedente risolve teoricamente il problema di Landau-
Zener, ma la non linearita` descritta in 4.17 rende difficile la possibilita` di
trovare una soluzione analitica dello spettro di energia.
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Figura 4.3: Bande di Bloch nel caso non lineare. La banda tratteggiata e` per c = 0.
Figura 4.4: Probabilita` di transizione per diversi valori di c con v = 0.1.
Nel caso di c = 0 la probabilita` che una particella passi al livello successivo
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e` dato da [42]
P = exp
(
−piv
2
2α
)
. (4.18)
Per α → 0 la probabilita` tende a zero. Questo non e` altro che un caso
particolare di un evoluzione adiabatica del sistema: se una particella e` in un
autostato un cambiamento adiabatico del sistema comporta che la particella
rimanga in quell’autostato.
Per il valore critico c = v la probabilita` continua ad andare a 0 ma cam-
biando il suo andamento. Per valori del parametro di non linearita` maggiori
di v esiste sempre una probabilita` di transizione nella banda successiva anche
per accelerazioni nulle.
Con c > v l’adiabaticita` e` eliminata dalla struttura ad anello. Infatti in
questo caso variando lentamente γ si crea una piccola probabilita` di tunnel e
l’atomo percorre l’intera banda fino al punto X di figura 4.3. In quel punto
l’atomo e` costretto a saltare nella banda successiva oppure ritornare in quella
fondamentale. Integrando la funzione 4.15 con v = 0.1 si ha la probabilita` di
transizione mostrata in fig. 4.4.
Sono diversi gli esperimenti eseguiti per lo studio del tunnel Landau-Zener
tra i quali uno eseguito presso l’universita` Pisa e descritto in [36]. Viene
introdotto un potenziale efficace veff (v, c) che sostituisce v nell’espressione
della probabilita` di tunneling Landau-Zener per v < c
P = exp
(
−piv
2
eff
2α
)
. (4.19)
Per il calcolo di veff si considerano gli autostati del reticolo ψ(z, c = 0, v)
che si descrivono come funzioni del potenziale efficace ψ(z, veff ). Minimiz-
zando
E(veff ) = 〈ψ(z, veff )| p
2
z
2M
+ vcos(z) + c|ψ(z)|2|ψ(z, veff )〉 (4.20)
si ottiene l’espressione di veff che dipende dal quasi momento.
Per quasi momenti al bordo della prima zona di Brillouin per la banda
fondamentale il valore del potenziale efficace e`
vgeff = v − c. (4.21)
Il calcolo di veff comunque per le altre bande mostra una caratteristica
interessante del tunnel Landau-Zener. Infatti per esempio il potenziale effi-
cace di una particella che si trova nella prima banda eccitata, ai bordi della
prima zona di Brillouin e`
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vgeff = v + c. (4.22)
Cio` significa che la probabilita` di tunnel dell’atomo dipende dal verso della
transizione. Questo e` definito in letteratura asimmetria del tunnel Landau-
Zener.
Nell’ esperimento il BEC veniva confinato in una TOP ottenendo Cmax ∼
0.1. Le due probabilita` sono mostrate in fig. 4.5. La probabilita` di tun-
nel dallo stato eccitato (circonferenza) differisce dalla probabilita` dallo stato
fondamentale (quadrati) per valori grandi di c in accordo con la previsione
teorica.
Figura 4.5: Risultati sperimentali dell’esperimento [36] che dimostra il tunnel Landau-
Zener asimmetrico.
In questo caso il rapporto v/c e` uguale a 2.5. L’uso di una trappola
dipolare potrebbe portare a valori v/c = (0.58 − 1.4), a secondo se si vuol
creare il condensato nella TOP o nella trappola dipolare. In questo caso gli
effetti discussi in precedenza saranno piu` evidenti.
Capitolo 5
Prospettive
La sovrapposizione di due trappole dipolari permette di modificare la forza
di confinamento longitudinale e trasversale . Infatti variando l’angolo fra i
due fasci e l’intensita` del laser si puo` congelare la dinamica del BEC in tutte
le direzioni o ridurre il condensato ad un sistema unidimensionale.
Inoltre e` possibile intrappolare un numero di atomi maggiore rispetto
alla trappola TOP. Cio` aumenta l’interazione atomica e gli effetti non lineari
descritti dall’equazione di Gross-Pitaevskii.
L’ultima parte di questo lavoro e` dedicata alle prospettive di impiego
della trappola dipolare in futuri esperimenti che studiano l’evoluzione di un
BEC caricato in un reticolo ottico. La natura del condensato da luogo in
quest’ambito ad effetti puramente quantistici che l’interazione atomo - ato-
mo, creando decoerenza, distrugge o modifica. La possibilita` di raggiungere,
attraverso la trappola dipolare, grandi valori del parametro di non linearita`
C (sez. 4.2) potra` mostrare effetti dinamici non osservabili prima.
Sono due le proposte di esperimenti riportati in questo capitolo: il primo
descrive l’impatto dell’interazione atomica ha sulle risonanze controllate del-
l’effetto tunnel Landau-Zener [43], il secondo descrive le ricorrenze in un BEC
caricato in un reticolo ottico a cui e` applicato periodicamente un impulso[45].
5.1 La non linearita` nel tunnel Landau-Zener
in un problema Wannier-Stark
Consideriamo un reticolo ottico unidimensionale sottoposto ad una acce-
lerazione costante lungo la direzione del reticolo. Il movimento del po-
tenziale periodico si ottiene introducendo un piccolo detuning fra i fasci
contropropaganti che lo compongono.
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Un BEC caricato in questo sistema e` descritto dall’Hamiltoniana:
H = − h¯
2
2M
d2
dz2
+ V sin
(
2piz
d
)
+ Fz (5.1)
dove V e` la profondita della buca nel reticolo e d e` il suo passo, e F e` la
forza costante causata dall’accelerazione.
In condizioni di bassa accelerazione un BEC ha una probabilita` trascu-
rabile di saltare alla banda successiva di energia al limite della prima zona
di Brillouin e quindi viene riflesso creando le cosiddette oscillazioni di Bloch.
L’equazione 5.1 rappresenta il noto problema Wannier-Stark che genera delle
oscillazioni di Bloch di periodo TB = h/dF .
Durante queste oscillazioni una piccola parte di atomi subisce l’effetto
tunnel di Landau-Zener che permette alla particella di oltrepassare il gap
energetico della banda fondamentale, di raggiungere la successiva e fuggire
dal reticolo ottico. Esiste quindi un tasso di decadimento Γ(F ) dato da [44]
Γ(F ) ∼ Fe−b/F (5.2)
dove b e` una costante proporzionale al quadrato del gap d’energia. La na-
tura quantistica del sistema modifica l’equazione 5.2 creando dei picchi di
risonanza periodici (fig. 5.1). Tale fenomeno e` chiamato RET (Resonantly
Enhanced Tunneling).
Il RET e` un effetto quantistico coerente ed e` quindi influenzato dall’inte-
razione atomica descritta dal parametro di non linearita` C ∝ n0. L’equazione
di Gross-Pitaevskii descrive l’evoluzione del BEC
ih¯
∂
∂t
ψ(−→r , t) = [− h¯
2
2M
∇2 + 1
2
M(ω2zz
2 + ω2rρ
2) +
V sin
(
2pix
d
)
+ Fz + gN |ψ(−→r , t)|2]ψ(−→r , t) (5.3)
con ψ(−→r , t) la funzione d’onda del condensato, ωz e ωρ=√x2+y2 le frequen-
ze di confinamento longitudinale e trasversale.
Attraverso un calcolo numerico dell’eq.5.3 si trova lo spettro del sistema
e da qui si puo` ricavare [44] il tasso di decadimento mostrato in figura 5.1.
Per questa simulazione si e` considerato V/8Erec = 0.31, d = 1.56µm.
Il massimo del rate si ha quando l’energia Fdm (con m intero) e` vicina al
gap delle prime due bande di energia del reticolo con F = 0 . L’aumento di
C = gn0/8Erec riduce la profondita` della risonanze e aumenta la probabilita`
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Figura 5.1: Rate di decadimento Γ(F ). Si notano i picchi di risonanza identificati da
m. (Cerchi) C = 0, (Diamanti) C = 0.027, (Quadrati) C = 0.065, (Piramidi) C = 0.12,
(Stelle) C = 0.31.
Figura 5.2: Probabilita` di ricorrenza. (Cerchi) C=0, (Tratteggiata) C=0.027,
(Punteggiata) C=0.065, (Continua) C=0.3
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di tunnel Landau-Zener. Per C = 0.31 = V/8Erec i picchi scompaiono del
tutto ma Γ(F ) continua ad avere un andamento esponenziale.
L’impatto della non linearita` puo` essere messo in evidenza anche dalla
probabilita` di ricorrenza definita dalla funzione di autocorrelazione
Prec(t) ≡ |ψ(t)ψ(0)|2. (5.4)
In figura 5.2 si notano i picchi per valori di tempo uguali a TB cioe` nel
momento in cui il condensato si avvicina ai bordi della zona di Brillouin.
Da questa probabilita` si puo` ricavare il tasso di decadimento: l’integrale nel
tempo di Prec e` proporzionale a Γ
−1.
Il parametro di non linearita` C dipende dal picco della distribuzione
della densita` atomica. Con la trappola TOP dell’esperimento di Pisa per
V/8Erec = 0.31 si otteneva un valore massimo di C uguale a Cmax = 0.25.
Con una trappola dipolare invece si avra` la possibilita` di raggiungere un va-
lore di C uguale a V/8Erec e quindi di poter caratterizzare completamente il
sistema.
5.2 Trasporto quantistico non lineare per un
condensato di Bose periodicamente im-
pulsato
Immaginiamo un condensato di Bose-Einstein in un reticolo ottico impulsato
periodicamente (Kicked Rotor). Tale sistema acquista nel tempo energia
che porta alla diffusione della distribuzione del momento in tutto il reticolo
realizzando una espansione balistica (incremento lineare del momento con
il tempo). Senza approfondire ulteriormente l’argomento un’evoluzione di
questo tipo crea un quantum random walk [46] caratterizzato dal fenomeno
quantistico delle risonanze nel quale una determinata distribuzione di una
grandezza fisica si ripresenta periodicamente.
Consideriamo l’equazione di Gross-Pitaevskii in un reticolo ottico eccitato
da un impulso periodico
ih¯
∂
∂t
ψ(−→r , t) = [− h¯
2
2M
∇2 + 1
2
M(ω2zz
2 + ω2ρρ
2) +
V sin
(
2piz
d
) +∞∑
m=−∞
F (t−mT ) + gN |ψ(−→r , t)|2]ψ(−→r , t) (5.5)
dove F (t) e` la forma dell’impulso (rappresentabile come una δ(t) ) che si
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ripete con intervalli di tempo T . Per caratterizzare l’impulso si introduce la
grandezza k =
∫ T
0
dtF (t).
L’uso della trappola dipolare da` la possibilita` di avere un confinamen-
to radiale grande (ωz  ωρ) e ci permette di considerare il sistema come
unidimensionale. Nella discussione seguente consideriamo g normalizzato a
g = 2h¯ωρ. Inoltre lo stato iniziale da inserire in 5.5 e` lo stato in cui viene pre-
parato il condensato nella trappola. Esso puo` avere una forma gaussiana per
g = 0 fino ad essere una parabola invertita nel caso di grande non linearita`
nell’approssimazione di Thomas-Fermi (Sez. 1.1.2). La sua larghezza carat-
teristica nello spazio dei momenti σpZ dipende da g, una forte interazione
atomica riduce σpZ .
Dato che il condensato assorbe continuamente energia dal reticolo si con-
fronta l’energia cinetica con g e con il potenziale longitudinale della trappola.
Se i contributi di questi ultimi fattori sono piccoli si ha un moto balistico
quantistico nel quale e` possibile osservare risonanze quantistiche con periodo
T [47].
Figura 5.3: Energia del condensato dopo K impulsi. V = 8ER, ωz = 2pi × 10Hz,
ωρ = 2pi × 100Hz. (a) 1D, N = 104 , k = 0.1 (diamanti rossi) e k = 0.09 (stelle blu),
(b) k = 0.45 (V0/ER = 42), N = 104 (1D, line continua; 3D stelle rosse), e 3D k = 0.48
(V0/ER = 45), N = 103 (quadrati).
L’energia del sistema dopo K impulsi puo` essere definita come
E(K) =
1
2
∫
dpzp
2
zP (pz, K) (5.6)
dove P (pz, K) =
∫
dpydpx|ψ(p, t = KT )|2 e` la risonanza della distribuzione
del momento. In figura 5.3 e` stata rappresentata l’eq. 5.6. Osservando
tale andamento si nota che la dipendenza di E(K) e` proporzionale a K per
K < 10 dopo di che la proporzionalita` diventa quadratica (E(K) ∝ K2)
(trasporto balistico).
Per tempi lunghi il condensato acquista energia e si espande lungo il reti-
colo. Nel momento in cui pero` l’energia diventa comparabile con il potenziale
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longitudinale della trappola (h¯ωz) tale espansione viene frenata. Questo ef-
fetto si riduce per piccoli valori di ωz. Quindi con una trappola dipolare
a due fasci, la frequenza longitudinale ωz grande permette di caricare un
condensato con un piccolo σpZ . Dopodiche si permette un espansione libe-
ra spegnendo, per esempio, uno dei due fasci laser e riducendo la frequenza
ωz. Con i valori espressi in figura 5.3 il potenziale della trappola ostacola la
dinamica del condensato dopo K ' 55 impulsi.
Gli effetti della non linearita` si manifestano indirettamente influenzando
lo stato iniziale, e sono importanti solo per tempi brevi. Dopodiche tale
l’interazione e` trascurabile.
La precedente proposta di esperimento richiede un confinamento radiale
molto maggiore di quello longitudinale per ridurre il sistema ad uno unidi-
mensionale ed inoltre gia` per ωz ≈ 60Hz si puo` studiare il sistema trascuran-
do l’intrappolamento armonico per K ' 55 impulsi. Queste caratteristiche
potranno essere soddisfatte dalla trappola dipolare trattata in questa tesi.
Conclusioni
La natura del condensato di Bose-Einstein ha fornito la possibilita` di studiare
un sistema puramente quantistico. La capacita` di produrre un BEC dipende
dalla possibilita` di raffreddare la nube atomica sotto la temperatura critica
di transizione Tc. A tale temperatura una frazione macroscopica di atomi
occupa il livello piu` basso di energia e nel limite teorico di temperatura
T = 0 tutta la nube puo` essere descritta da un’unica funzione d’onda.
Ridurre l’energia cinetica di un insieme di atomi comporta un notevole
sviluppo sperimentale per il confinamento spaziale ed il raffreddamento. Ti-
picamente a tale scopo si sfrutta l’interazione atomica con sorgenti laser e
campi magnetici non omogenei.
Questi metodi sono stati adoperati nel gruppo sperimentale di Pisa per
lo studio dei condensati nei reticoli ottici. Per poter espandere la ricerca in
quest’ambito si e` progettato un nuovo apparato sperimentale che implemen-
ta una trappola dipolare creata dalla sovrapposizione di due fasci laser. La
caratteristica principale di questa trappola e` la forte asimmetria del confina-
mento rispetto alla direzione di propagazione del fascio. Nella trappola TOP,
per esempio, le frequenze fino ad ora ottenute a Pisa sono dell’ordine della
decina di Hz mentre nella trappola dipolare la frequenza radiale puo` esse-
re anche di qualche centinaio di Hz permettendo di estendere il condensato
parallelamente al fascio.
Inoltre la densita` della nube atomica puo` essere sensibilmente aumenta-
ta, fino ad un fattore 4, rispetto alle densita` che si ottenevano nella trap-
pola TOP. Aumentando l’interazione atomica si possono osservare gli effetti
non lineari dell’equazione di Gross-Pitaevskii. In particolare si modifica-
no i fenomeni quantistici che caratterizzano un condensato in un potenziale
periodico.
Il lavoro descritto in questa tesi, e` principalmente basato sulla prepara-
zione preliminare di tutto l’apparato che crea la trappola dipolare. Il mio
compito e` stato quello di caratterizzare due percorsi ottici indipendenti che
focalizzano due fasci generati da un laser ad Itterbio-Yag fino ad avere una
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larghezza dello spot nel waist w0 ≈ 45µm. Questo tipo di focalizzazio-
ne richiede che le distanze fra gli elementi ottici devono essere verificate
sperimentalmente con grande cura.
Inoltre si sono studiate le fluttuazioni di intensita` del laser. Infatti la
variazione casuale dell’intensita` del fascio ha degli effetti sul condensato ri-
scaldando gli atomi. La conclusione finale e` che tali fluttuazioni non rappre-
sentano un problema importante nell’esperimento.
Un effetto simile e` causato dalla vibrazione degli elementi ottici che spo-
stano il fascio. Si e` notato che il rumore per frequenze uguali alle frequenze
di risonanza dei componenti ottici genera un rapido aumento dell’energia del
condensato. In questo caso e` quindi necessario avere un livello di stabilita`
alto nelle lenti e negli specchi che compongono i percorsi ottici. I tempi carat-
teristici di riscaldamento misurati sono dell’ordine dei tempi medi necessari
alla realizzazione dell’esperimento.
L’ultima parte della tesi si e` occupata dei possibili impieghi della trappola
ottica. Si e` presentato un esperimento eseguito a Pisa sull’asimmetricita` del
tunnel Landau-Zener discutendo di come la maggior non linearita` ottenuta
grazie alla trappola dipolare potra` evidenziare ancora meglio questo feno-
meno fisico. Inoltre sono diversi gli esperimenti proposti per lo studio della
dinamica di un condensato in un reticolo ottico. Se ne sono presentati due:
il primo e` lo studio delle risonanze nel tasso di decadimento dovuto al tunnel
Landau-Zener, l’altro sul trasporto quantistico in un reticolo impulsato. In
ciascuna di queste proposte e` stato messo in evidenza come le caratteristiche
della trappola dipolare progettata a Pisa possono permettere la realizzazione
di questi esperimenti.
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